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MATEMATICNI TRENUTEK

Si umetna inteligenca ze
Zasluzi zlato medaljo
matematicne olimpijade?

A2

Neverjetno hiter razvoj umetne inteligence pretre-
sa tudi matematic¢ni svet. Pred enim letom smo v
tej rubriki porocali o novici, da sta specializirana
programa AlphaProof in AlphaGeometry z reSitvijo
4 od skupaj 6 nalog Mednarodne matemati¢ne olim-
pijade 2024 zbrala dovolj to¢k za srebrno medaljo.
Letos so programerji podjetja Google Deep Mind na-
redili Se korak naprej in njihova najnovejSa program-
ska oprema Gemini Deep Think je v Stirih urah in pol
reSila 5 od 6 nalog letoSnje MMO. To bi zadosScalo za
zlato medaljo, ki jo sicer na tekmovanju prejme okoli
8 odstotkov tekmovalcev.

Kot je povedal predsednik odbora MMO 2025, slo-
venski matematik dr. Gregor Dolinar, so z racunalni-
kom pridobljene reSitve preverili tudi uradni ocenje-
valci letoSnje olimpijade v Sydneyju, ki so bili navdu-
Seni nad njihovo preglednostjo in natan¢nostjo. Izje-
men napredek predstavlja tudi to, da so lansko leto
besedilo nalog racunalniku podali v formalni obliki,
ki so jo pripravili ¢loveski prevajalci, letos pa se je
racunalnik spopadel kar z nalogami v naravnem je-
ziku, kot so jih prejeli tekmovalci.

Raziskovalca Thang Luong in Edward Lockhart na
svoji spletni strani pojasnjujeta, da uporabljena pro-
gramska oprema zdaj omogoca vzporedno razmi-
Sljanje, s katerim ucinkoviteje proucuje razlicne mo-
Zne poti do reSitve. Obenem so umetno inteligenco
trenirali z okrepljenimi tehnikami ucenja, ki bolje iz-
koristijo podatke o reSevanju problemov in dokazo-
vanju izrekov, in ji omogocili dostop do zbirke izbra-
nih visokokakovostnih resitev matemati¢nih proble-
mov. Avtorja verjameta, da bo umetna inteligenca s
tovrstnim napredkom v bliznji prihodnosti pomem-
bno prispevala k razvoju matematike in omogocila
ucinkovitejSe delo vsem strokovnjakom, ki jo potre-
bujejo pri svojem delu. Ve¢ o tem si lahko preberete
na spletnem naslovu https://deepmind.google/
discover/, julij 2025.

X X X
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UVODNIK

Zvezdn(isk)o poletje

N2
ALES MOHORIC, ODGOVORNI UREDNIK

LetoSnje poletje koncujemo in nov letnik Preseka
zaCenjamo s ¢udovitimi novicami o velikih uspehih
nasSih mladih tekmovalcev v znanju. Na letoSnji med-
narodni olimpijadi iz astronomije in astrofizike v
Mumbaju so slovenski tekmovalci Zan Arsov, Primoz
Markovi¢ in AljaZ Erman osvojili tri zlate medalje,
srebrno medaljo je prejel Ziga Vucajnik, bronasto pa
Nika VidensSek Podgorelec. V Parizu je na mednaro-
dni fizikalni olimpijadi Aljaz Erman potrdil vrhun-
sko formo z zlato medaljo, Enej Jauk in PrimoZ Mar-
kovic sta osvojila srebro, Svit Miklav¢i¢ pa bron. Na
ekonomski olimpijadi v Bakuju sta bronasti medalji
pripadli Marku Iztoku Lunderju in Matiji Laknerju,
Nika VidensSek Podgorelec pa je prejela pohvalo za
odlicen nastop. Na mednarodni matemati¢ni olimpi-
jadi na Sunshine Coastu v Avstraliji sta bronasti me-
dalji domov prinesla Ziga Ostir in Patricia Kiraly, pri-
znanja za izjemno reSevanje nalog pa so prejeli Ta-
ras Vuk, Ekaterina Chizhova, Nace Hranjec in Andraz
Cadez. Na jubilejni 10. srednjeevropski olimpijadi iz
astronomije in astrofizike v Avberju na Krasu sta si
Zan Arsov in PrimoZ Markovi¢ prisluZila zlati meda-
lji, srebro so osvojili Niko Habinc, Anze Jakovac in
Ziga Vucajnk, bron pa Blaz Gasperlin in Nika Viden-
Sek Podgorelec, pohvalo je prejela Nika Arsov. Ti iz-
jemni rezultati dokazujejo zavezo mladih tekmoval-
cev, kakovostne priprave pod okriljem DruStva ma-
tematikov, fizikov in astronomov Slovenije in napo-
vedujejo Se mocnejSo slovensko prisotnost na priho-
dnjih mednarodnih znanstvenih tekmovanjih.
Uspehi mladih astronomov sovpadajo z velikim na-
predkom astronomije. Teleskop Vera C. Rubin je le-
tos na Cerro Pachonu v Cilu ujel prve fotone. Oprem-
ljen je z izjemno loc¢ljivo kamero in zrcalnim sis-
temom, ki mu omogoca, da dvakrat na teden prei-
SCe celotno nocno nebo juzne poloble. Zbrani po-
datki bodo astronomom omogocili podrobno spre-
mljanje gibanja galaksij, odkrivanje svetlobnih pre-
hodnih pojavov v vesolju in poglobljeno raziskova-
nje temne snovi ter temne energije. V prihodnjih
letih bo Rubin Observatory dopolnil delo velikih ve-

soljskih teleskopov, kot je James Webb. Rubin bo
identificiral in spremljal prehodne dogodke, Webb
pa bo lahko nato vanje pogledal z izjemno locljivo-
stjo in infrarde¢im vidom. Opozoril bi Se na eno
(za letos sicer zal ze zamujeno) priloZznost sodelo-
vanja na poletni Soli, na kateri lahko dijaki izveste
veliko novega in zanimivega s podrodij fizike in ma-
tematike (povezava https://www.fmf.uni-1j.si/
s1/obvestila/obvestilo/37601/poletna-sola-
ul-fmf-za-dijakinje-in-dijake/).

Ker jo Fakulteta za matematiko in fiziko organi-
zira vsako leto, bodite pozorni na vabilo za priho-
dnjic.

SLIKA 1.

Observatorij Vera C. Rubin z odprto kupolo aprila 2025. Nad
teleskopom je vidna kopica M 41.

Vir: RubinObs/NOIRLab/SLAC/NSF/DOE/AURA/P. Horalek (Fizi-
kalni institut v Opavi)
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MATEMATIKA

Dvakratnik trikotniskega Stevila je
lahko trikotnisko Stevilo

N2
MARKO RAZPET

- Ob Studiju trikotniskih Stevil se nam slej ko prej
zastavi problem, ali je lahko dvakratnik trikotni-
Skega Stevila prav tako trikotniSko Stevilo. V pri-
spevku bomo pokazali, da za nekatera trikotniSka
Stevila to drzi in da ima problem celo neSteto resi-
tev, ki jih najdemo z resevanjem ustreznih Pello-

vih enacb.

TrikotniSka Stevila dobimo, Ce seStejemo nekaj za-
porednih naravnih Stevil od 1 dalje, na primer 1+2 =
3,142+3 =6,1+2+3+4 = 10. Mednje Stejemo tudi
Stevilo 1, Ceprav nismo pri tem nicesar seSteli. Tri-
kotniska Stevila oznacujemo s ¢rko T, ki ji dodamo
indeks n, ki pove, katero trikotnisko Stevilo po vrsti
imamo v mislih in koliko zaporednih naravnih Stevili
je potrebno za to seSteti. To se pravi

= Tpy=14+2+...+(n—1)+n. (1)

Ocitno velja preprosta rekurzivna zveza

" Ty =Tn+(n+1), (2)

iz katere dobimo zaporedje trikotniSkih Stevil:
1,3,6,10,15,21,28,36,45,...

Da pa nam ne bi bilo treba toliko seStevati, da bi pri-
Sli na primer do stotega trikotniSkega Stevila, raz-
vijmo kratko formulo za T;,. V ta namen zapiSemo v
(1) seStevance v obratnem vrstnem redu:

s Thy=n+n-1)+...+2+1. (3)
Nato enachi (1) in (3) seStejemo:

2Ty = (n+1)+(m+1)+...+(n+1)+(n+1) = n(n+1).

SLIKA 1.
TrikotnisSko Stevilo Tg = 36.

S tem imamo formulo:
n(n+1)
—

Brez tezav z njo izraCunamo na primer T799 = 100 -
101/2 = 5050.

Stevila T, so trikotni§ka zato, ker lahko iz T;, ena-
kih predmetov, na primer kroZcev, sestavimo triko-
tno figuro z n vrsticami. V njeni spodnji vrstici je n
krozcev, ki ji sledi vrstica z n — 1 krozcem in tako
naprej, v vsaki viSji vrstici je po en kroZec manj, v
predzadnji vrstici sta dva kroZca, v zadnji pa en sam.
Slika 1 ponazarja trikotnisko Stevilo Tg = 36.

Sedaj nas zanima, kdaj je dvakratnik trikotniskega
Stevila tudi trikotniSko Stevilo. En primer je na dlani:

=Ty = 4)

%
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2T> = T3. S poskuSanjem najdemo Se primer 2714 =
T>p. Toda poskusSanje ne vodi nikamor. Radi bi imeli
postopek, ki nam da vse take primere. To se pravi,
postopek, ki nam bo dal vsa naravna Stevila m in n,
za katere je

= 2T = Th, (5)

iz Cesar sledi enacba z dvema neznankama

nn+1)

> (6)

= mm+1) =

PomnoZimo jo na obeh straneh z 8 in dobimo:

" An(n+1) =2 -4m(m+1). (7)

Nato zapiSemo

= Ann+1)=4n® +4n=(2n+1)> -1,
dmm+1)=4m’ +4m=(2m+1)* -1

in enacba (7) preide v enacbo

= 2n+1)2-1=202m+1)%-2.

Uvedemo novi neznanki u = 2n+1,v = 2m + 1, ki
sta lihi Stevili, in dobimo

= u?-2v%=-1, (8)

kar je poseben primer diofantske enacbe druge stop-
nje z dvema neznankama. Na sploSno je enacbha
f(x,y) = 0 diofantska stopnje n, Ce je f polinom
stopnje n s celimi koeficienti. Zanimajo pa nas re-
Sitve (x, ), kjer sta x in y celi Stevili. Take reSitve
obstajajo ali pa tudi ne.

Diofantsko enacbo

= x> -Dy®=1,

kjer koeficient D ni kvadrat kakega naravnega Ste-

vila, imenujemo Pellova enacba. Taka enacba ima

neskoncno mnogo reSitev v naravnih Stevilih.
Splosna Pellova enacba ima obliko

= x2—-Dy?=c,

kjer D ni kvadrat kakega naravnega Stevila, pri tem
pa je ¢ celo, od 0 in 1 razlicno Stevilo. Enacbi

= x> -Dy?=-1,

recemo negativna Pellova enacba. IzkaZe se, da ima
splosna Pellova enacba neSteto reSitev v naravnih
Stevilih, kakor hitro premore eno tako reSitev. Vec
o Pellovi enachi najdemo na primer v [1,2].

Da bi resili nas problem s trikotniskimi Stevili, mo-
ramo obravnavati negativno Pellovo enacbo (8) sku-
pPaj s Pellovo enacbo

= x? -2y =1, )

ki ima ocitno trivialno resitev (xo, y0) = (1,0) in re-
Sitev (x1, 1) = (3,2), ki ji pravimo osnovna reSitev
enacbe (9).

Oglejmo si mnozico Q $tevil a + bv/2, kjer sta a in
b celi §tevili. V tej mnoZici velja enakost a + b/2 =
¢ + d+/2 natanko takrat, ko jea = cin b = d. Ce bi
namrec veljalo b # d, bi imeli

a-—c
d—>b =2,

kar pa je nemogoce, ker +/2 ni racionalno Stevilo.
Zato mora veljati a = ¢ in b = d. Poleg tega pa je
mnozica Q zaprta za seStevanje, odStevanje in mno-
zenje.

Iz osnovne reSitve Pellove enacbe (9) sestavimo
Stevilo x1 + ¥1v2 = 3 + 2+/2. Njegov kvadrat je Ste-
vilo X2 + ¥2v2 = (x1 + y1vV2)? = (3+2V2)2 =17 +
12+/2. Ni se tezko prepricati, da je (x2,y2) = (17,12)
reSitev enacbe (9). Nato nadaljujemo z

= X3+ y3V2 = (x1 +y1V2)?
= (342v2)(17 +12V2)
=99 + 70V/2.

Tudi (x3,y3) = (99, 70) je reSitev Pellove enacbe (9).
Postopek iskanja nadaljujemo tako, da najprej iz-
razimo

= X1+ Vi1 V2 = (34 2V2)(xp + yiV2)
= (3xk +4yk) + (2xk + 3Vr)V2,
od koder sledita rekurzivni zvezi

(10)
(11)

" Xkl = 3Xk + 4k,
Vi1 = 2Xk + 3k
pri zaCetnem pogoju (xo, o) = (1,0).

7 metodo matemati¢ne indukcije glede na k zlah-
ka dokazemo, da so vsi pari (xk, Vi) reSitve Pellove

6

PRESEK 53 (2025/2026) 1




enacbe (9). V [1,2] je dokazano, da s tem dobimo vse
njene reSitve v naravnih Stevilih.

Negativna Pellova enacba (8) ima za najmanjsSo re-
Sitev par (uo, vo) = (1,1). Z njim sestavimo Stevilo

" g+ voV2=1++2

m
= u +v1V2 = (ug + voV2)(x1 + ¥1V2)
= (1+vV2)(3+2V2)=7+5V2.

Par (u1,v1) = (7,5) zadoSca enacbi (8) in nam da za
iskani trikotniski Stevili n; = (u; —1)/2 = 3,m; =
(v2—1)/2 = 2, kar smo na samem zacetku Ze uganili
in zapisali 2T, = Tj3.

Opogumljeni s tem rezultatom poskusimo Se z

= Up + V2V2 = (U + VoV2) (X2 + ¥2V2)
= (1 +v2)(17 +12v2) = 41 + 29V2,

kar nam da par (u2,v2) = (41,29) in np = (uz —
1)/2 =20,m2 = (v2 — 1)/2 = 14, kar smo Ze omenili
na zacetku, ko smo zapisali 2T14 = T»g.

Prav tako najdemo naslednjo reSitev:

= U3+ vU3V2 = (uo + voV2)(x3 + ¥3V2)
= (1++/2)(99 + 70V/2)
=239 + 1692,

kar nam da par (u3,v3) = (239,169) in n3 = (u3 —
1)/2 = 119,1’)’13 = (U3 — 1)/2 = 84.

V [1] je dokazano, da vse reSitve enacbe (8) naj-
demo z nastavkom

= U+ UrV2 = (1o + VoV2) (X + YiV2)
= (14 V2)(xx + 7V2),
iz katerega sledita enacbi
" Uk = Xk + 2k,
Vi = Xk + Yk

Preverimo, da par (ux, vx) zadoSca negativni Pellovi

enachi:

= uj — 207 = (xk + 20k)* — 2(xk + Vi)®
= X2 +Axpyk +4vE—

— 2(xE + 2xk VK + VE)

= —(x; —2>¢) = -1,

MATEMATIKA

Iz razvoja

" U1 + Uk+1f = (1 + \/E)(Xk+1 + yk+1\/i)
= (1 +V2)(3 +2vV2)(xk + yxV2)
— (34 2V2)(uk + viV2)

dobimo rekurzivni zvezi

" Uky1 = Uk + 4V, (12)
kg1 = 2Ux + 3vk (13)

pri zacetnem pogoju (U, vo) = (1,1).

Z metodo matemati¢ne indukcije iz (12) in (13) ta-
koj spoznamo, da so Stevila uy in vy liha, tako da so
Stevila ny = (ux — 1)/2 in my = (vk — 1)/2 naravna,
kar je potrebno za indekse trikotniSkih Stevil. Na ta
nacin dobimo neskonc¢no zaporedje parov (mg, ng),
za katere velja 2Ty, = Ty,.

Iz (12) in (13) izpeljemo Se homogeni diferencni
enacbi drugega reda za uy in vg. 1z (12) in (13) do-
bimo:

" Ukt = 3Uk1 + 4Vks1 = 3ukyr +4(2ug + 3vk)
= 3Uks1 + 8ug + 3 -4vy
= 3Uk41 + 8uk + 3(Uk+1 — 3uk)
= 6Uk41 — Uk-

Tudi za vy dobimo podobno: vii» = 6Vky1 — Uk
Iskani diferencni enachi in zacetni pogoji so:

" Ugy2 —OUk1 + Uk =0, up=1,u1=7
k2 — 6V + 0k =0, vo=1,v1 =5.

Z metodo, ki je opisana v [4], najdemo zakljuceni
formuli:

= ug = % ((1 +V2)H (1 - fz)Zk“) :

vy = %((2 VD VDH (2 - V2)1 - V2R

Nato izracunamo Stevila my = (vk — 1)/2 in ng =
(ux —1)/2, za katera je 2Ty, = Ty, . %
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Na podlagi vsega zapisanega lahko sestavimo ta-
belo 1.

Trikotnik krozZcev, ki predstavlja trikotnisSko Ste-
vilo Ty,, lahko zato razdelimo na trikotnik s T,
kroZci in trapez s prav toliko krozci (slika 2).

V vec ¢lankih V. Pletser, na primer v [3], obSirno
obravnava sploSen problem, kdaj je kT, = T, za
naravna Stevila k > 2.

Literatura
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SLIKA 2.
Trikotniski Stevili T14 = 105 in Tog = 210.

k myg Nk T, Ty,

1 2 3 3 6
e 2 ................. 14 .. .............. 20 ............................. 105 ............................. 210 ..
e 3 ................. 84 ................ 119 ........................... 35707140
e 4 ............... 4 92 ................ 696 ........................ 121278 ........................ 2 42556
e 5 ............. 2870 .............. 4059 ...................... 4 119885 ...................... 8239770 ..
e 6 ............ 1 673023660 .................. 139954815 .................. 279909630
e 7 97512 ........... 1 37903 ................ 4754343828 ................ 9508687656
e 8 .......... 568344803760 ............. 1 61507735340323015470680
e 9 ........ 3312554 ......... 4 6 8 4659 ........... 54 86508657 735 ......... 109 7 301731 5470 ..
e 10 ...... 1930 6982 ....... 2730 4 196 .. v 18637 9 78662 7 653 ....... 37275 9 57325 5 306 ..

TABELA 1.

X
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MATEMATIKA

Kroznica in elastika

N2
IVAN LISAC

- IzkuSnja pove, da se elastika lepo ovije okoli
kroznih predmetov. Vcasih ovijemo vec valjastih
svincnikov v kup, jeklarji veZzejo okrogle palice s
trakovi v vezi, mi pa poglejmo, kako se da oviti

elastiko okoli nekaj kroznic.

SLIKA 1.
Dve kroznici, oviti z elastiko.

Dve kroznici in elastika

Dani sta dve kroznici s polmeroma 7, in 7, kot kaze
slika 2. Poskusimo izracunati dolzino L raztegljive
prozne elastike, ki objame obe med seboj dotikajoci
se kroznici. Naj bo | > 1> > 0.

Ravni del elastike DE lezi na dotikalnici obeh kro-
znic. Poskusimo izracunati dolZino te daljice.

SLIKA 2.
Koliko meri DE?

Kota pri tockah D in E sta prava, saj skupna doti-
kalnica kroZnic DE tvori pravi kot s polmeroma AE
in BD. Daljica BH naj bo vzporedno premaknjena
slika daljice DE, tako da toCka D preide v tocko B,
tocka E pa v tocko H. Trikotnik ABH ima pravi kot
pri ogliS¢u H, njegova hipotenuza AB meri 7 + 772,
kateta AH pa 7 — 7». Kateta BH zadoSca Pitagoro-
vemu izreku:

= BH? = (1’1 —|—1”2>2 — (1’1 —1’2)2 =411y,

iz Cesar sledi DE = 2,/7172, kar smo hoteli izracu-
nati.

Poskusimo izracunati Se dolzino loka FD. Iz tri-
kotnika ABH izrac¢unamo sinus kota pri toc¢ki A:

G(Tl,Tz)

= BH:BA =2\1112/(11 +12) = A1)’

kjer smo oznacili z G = G(71,72) = G2 = /1112
geometrijsko, z A = A(11,72) = A2 = (11 + 12)/2
pa aritmeti¢no sredino obeh polmerov. Lok FD meri

PRESEK 53 (2025/2026) 1
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torej 12 arcsin(G/A), lok GE pa zaradi skladnih kotov
FBD in GAE podobno ; arcsin(G/A).

Tako. Sedaj lahko izratunamo dolzino elastike
L (upoStevaje simetrijo prek osi AF) kot dvakratno
vsoto loka FD, dvakratno vsoto suplementarnega
loka k loku GE in dvakratno vsoto dotikalnice DE,
kar znese (upoStevaje ¥ = 1?)

= L =277 +4G — 2(1r1 — 12) arcsin(G/A).

Izracunamo lahko Se razlic¢ico te formule. Kosi-
nus kota pri tocki A meri (¥ — v2)/(r1 + 72), dolZina
elastike pa je po podobnem premisleku

= [ =21 +4G — 2(r; — 12) arccos <T1_T2> .
1+ 1

Za posebni primer 7, = 7> = ¥ dobimo

= L=02m+4)r.

Tri kroznice in elastika

Vzemimo sedaj tri paroma dotikajoce se kroZnice,
kot na sliki 3, in poskusimo izracunati dolzino ela-
stike sedaj. Privzemimo 7} > v» > ¥3 > 0.

Najprej izracunajmo dolzino loka ID. Sli bomo
preko izracuna kotov DAJ, JAL,LAI in IAD, ki sku-
paj tvorijo polni kot.

¥

SLIKA 3.
Koliko meri lok ID?

Kot DAJ nastopa v trapezu ABED na sliki 3 po-
dobno, kot je nastopal kot pri tocki A v trapezu
ABDE na sliki 2, tako da imamo po analogiji

= DE:AB:G12 A,

Kot JAL nastopa v trikotniku ABC s stranicami
11 + ¥2, 2 + 73 in ¥3 + ¥1. Oznacimo ¢ = cos(JAL)
in zapiSimo kosinusni izrek za kotu nasprotno stra-
nico:

- 2 _ 2 2
(r24+713)" = (11 +12)° + (11 +713)
—2(r1 +12) (11 + 13)C.
Kvadrata polmerov v, in 73 se na levi in desni strani
iznicita:
= 211y = 27r{ + 217 + 21173 —
—2(r1 + 1) (1 + 13)cC.
Od tu dobimo

s —1ers
1S +1or3’

kjer smo uvedli s = 7| + 72 + 73.
Sinus kota LAI dobimo po analogiji s kotom D AB:
= HIZAC=G13 A

Kot IAD pa skupaj s temi tremi koti sestavlja polni
kot. Sedaj lahko zapiSemo dolZino loka ID:

(G . (G
=7 <2Tr — arcsin (12> — arcsin (13> —
Al Al3
1S — 1ot
—arccos [ 223 )).
1S + 1213
Sedaj pa le Se pripravimo oznake za koncno for-

mulo dolZine elastike L za primer treh dotikajocih
se kroznic (v lepi legi kot npr. na sliki 3). Naj bo

’ (GU>
= arcsin ,
Aij
=12,13,23, potem Se

YiS — 7Tk
YiS + 77k

= Sij
zaij
= Ci—arccos<
zaijk =123,213,312 in Se

Yi—7;
ri+7ri)’

= (jj = arccos (

10
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zaij=12,13,23,kojer; =1 =13 > 0. Naloga
Potem je
Izracunaj dolZino elastike pri spodnjem sistemu sed-
s L=21s -1 (S12+S13+C1) — mih skladnih kroZnic. (Odgovor: L = (12 + 21T)7.)
—12(823 + S12 + C2) — 13(S13 + S23 + C3) +

+ 2(612 + Gi3 + ng),
velja pa Se razlicica te formule

= [ =218 —1’1(C12 +Ci13 + C1) —
—712(Co3 + C12 + C2) —713(C13 4+ Co3 + C3) +
+2(G12 + G13 + G23).

Oglejmo si poseben primer, ko so vsi trije polmeri
enaki. Takrat je C; = arccos(2/4) = /3 in Cj; =
arccos(0) = /2 ter

= L=6mr — (4m/3-3)r + 6v = (21T + 6)7.

Takrat je videti elastika okoli treh kroznic takole:

SLIKA 5.
Elastika okoli sedmih skladnih kroznic

SLIKA 4.
Elastika okoli treh skladnih kroznic

PRESEK 53 (2025/2026) 1 1 1




TEKMOVANJA

Mednarodna matematicna

olimpijada 2025 v Avstraliji

N2
PATRICIA KIRALY IN ZIGA O3TIR

- Med 10. in 20. julijem se je kilometer od obale
Tihega oceana v mestu Sunshine Coast v Avstraliji
odvijala 66. Mednarodna matematicna olimpijada.
Na olimpijadi je letos sodelovalo 630 tekmovalcev

iz 110 drzav. Slovensko ekipo so tokrat zastopali

Nace Hranjec (SC Ravne na Koroskem), Ekaterina
Chizhova, Andraz Cadez, Patricia Kiraly, Ziga Ostir
in Taras Vuk (vsi Gimnazija BeZigrad). Tekmovalce
sta tudi letos spremljala Luka Horjak in Gregor Do-

linar.

SLIKA 1.
Slovenska ekipa s spremljevalcema po podelitvi medalj

12
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SLIKA 2.
Priprave s Svicarsko ekipo so potekale v mestu Brisbane

TEKMOVAN]JA

Slovenci smo v avstralsko dezZelo prileteli Ze teden
prej, saj so nas Svicarji v Brisbane povabili na tradi-
cionalne skupne priprave, v katere je vkljucena tudi
lihtenStajnska ekipa. Poleg intenzivnega reSevanja
nalog je ekipa trenirala tudi svoje fizicne sposobno-
sti z modificiranim nogometom in s hitrostnim pre-
mikanjem v nakupovalnih vozickih. Raziskali smo
center in botani¢ni vrt mesta Brisbane in odpisali tra-
dicionalno ekipno tekmovanje MESS (in vodjem ekip
dali test z naSimi lastnimi nalogami). Kmalu pa je bil
Cas za odpravo na dejansko prizoriSce tekmovanja,
kjer nas je pricakalo precejSnje Stevilo kengurujev!

Na otvoritveni prireditvi nas je predsednik Med-
narodne matemati¢ne olimpijade, hkrati tudi vodja
slovenske ekipe, Gregor Dolinar, navdihnil s citatom
slovenskega alpinista Nejca Zaplotnika: »Tisti, ki
iScejo cilj, bodo prazni, ko ga doseZejo. A tisti, ki
najdejo pot, bodo vedno nosili cilj v sebi.« S tem
zagonom smo tekmovanje zakljucili zelo uspesno,
saj je prav vsak odSel s pohvalo za v celoti reSeno
nalogo, Ziga in Patricia pa sta osvojila $e bronasti
medalji.

PRESEK 53 (2025/2026) 1
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Kot obicajno je imelo tekmovanje dva tekmovalna
dneva, ki sta trajala 4 ure in pol. Vsak dan tekmo-
valci resujejo po tri naloge, ki so naceloma urejene
po tezavnosti. Kot pricakovano, je bila najzahtev-
nejsSa 6. naloga, ki jo je resilo le 6 tekmovalcev. Pre-
senecala pa je 3. naloga, ki je bila bistveno lazja kot
po navadi. Posledi¢no so bile omejitve za medalje
najviSje v zadnjih 20 letih, za zlato je bilo treba re-
§iti kar 5 nalog. Podeljenih je bilo rekordnih 72 zla-
tih medalj, saj je 46 tekmovalcev osvojilo 35 tock!
Kitajska je letos zmagala s 6 zlatimi medaljami in si
z zmago nad ZDA (ki so pristale na 2. mestu) povr-
nila ugled. Na tretjem mestu je spet koncala Juzna
Koreja, najboljSa evropska drzava pa je bila Poljska
z osvojenim 5. mestom. Slovenija je na svetovni le-
stvici dosegla 59. mesto. Omenimo Se, da so doga-
janje popestrila tudi zanimiva predavanja svetovno
znanih matematikov in diskusija o napredku umetne
inteligence pri reSevanju olimpijskih problemov.

=

Y9 i
Collaborative research projects

paradigm be used t reate new mathematcal
rather than t" formalizing ones that alre
v there are just a handful of projects in this regard
nge (BBC), 2022-2024

t (ETP), 2024-2

Busy Beaver Challe
» Equational Theories projet

/ formalized (in Coq) in a late
fjesigned to be formalized (in Le

cus on describing the ETP.

SLIKA 3.

V nadaljevanju je predstavljena reSitev prve (in
najlazje) naloge, ki so jo predlagali Americani.

Naloga 1. Premica v ravnini se imenuje soncna,
Ce ni vzporedna ne z x-0sjo, ne z y-osjo in tudi ne
s premico x + v = 0. Naj bo n > 3 dano celo Ste-
vilo. Dolo¢i vsa nenegativna cela Stevila k, za katera
obstaja n razlicnih premic v ravnini, ki zadoSc¢ajo
obema naslednjima pogojema:

= za vsa naravna Stevila a in b, za katera velja
a+b < n+1, lezi tocka (a,b) vsaj na eni pre-
mici;

= natanko k od teh n premic je son¢nih.

ResSitev: Najprej si oglejmo primer n = 3. Opa-
zimo, da lahko vse tocke (a, b) z lastnostjo a+b < 4,
a,b € N pokrijemo zaporedoma s k = 0, 1 ali 3 sonc-
nimi premicami na naslednje nacine, kot prikazuje
slika 4.

Znameniti Terrence Tao je za udelezence pripravil predavanje o sodelovanju velikih skupin raziskovalcev pri reSevanju problemov.

14
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Premice, ki niso sontne, bomo odslej imenovali
oblacne. Hitro lahko vidimo, da lahko z dodajanjem
oblac¢nih diagonalnih premic posebni primer n = 3
za vrednosti k = 0, k = 1 in k = 3 posploSimo tudi
na poljuben n, glej sliko 5.

SLIKA 5.
Dodajamo diagonale, k = 3.

Ker podobne konstrukcije za n = 3 in k = 2 ne
najdemo, poskusimo s protislovjem dokazati, da ne
obstaja. Predpostavimo, da lahko vseh Sest tock pre-
krijemo z 2 son¢nima in 1 obla¢no premico. Ne glede
na pozicijo oblacne premice nam vedno nekje osta-
nejo neke tri tocke v obliki enakokrakega pravoko-
tnega trikotnika, ki jih moramo prekriti z 2 son¢nima
premicama. To pa pomeni, da ena izmed son¢nih
premic vsebuje kar dve izmed teh treh tock. Toda
vsaka taka premica je obla¢na, torej smo prisli do
protislovja. Za n = 3 ne moremo imeti dveh son¢nih
premic.

TEKMOVAN]JA

SLIKA 4.

Trije nacini pokritja tock za primer
n = 3 s k soncnimi premicami (rdece
barve).

Zdaj pa si poglejmo Se vecje vrednosti n > 3. Ob
poskuSanju risanja konstrukcij lahko opazimo, da
soncne premice pokrijejo relativno malo tock, zato
lahko ugibamo, da jih bo malo. Prav tako vidimo, da
vse konstrukcije vsebujejo robne premice (premice,
ki sovpadajo z eno od stranic trikotnika:
x =1,y =1alix+y =mn+1). To pa motivira
naslednji razmislek: e v neki konstrukciji za n od-
stranimo eno robno premico in tocke na njej, dobimo
delujoco konstrukcijo za n — 1 z enakim Stevilom
soncnih premic!

Predpostavimo torej, da imamo neko delujoco
konstrukcijo za (n, k), n > 3, ki nima robnih oblac-
nih premic. Na stranicah trikotnika je 3(n — 1) tock
(recimo jim robne), ki so prekrite z n premicami. Ker
te premice niso robne, vsaka izmed njih seka najvec
dve stranici trikotnika, posledi¢no pa vsebuje najvec
dve robni tocki. Ker pa mora biti vsaka to¢ka na vsaj
eni premici, sledi neenakost

= 3(n—-1)<2n,

ki je ekvivalentna n < 3, kar pa je seveda protislovje.

Ugotovili smo torej, da ¢e v vsaki delujoci kon-
strukciji zaporedoma briSemo robne obla¢ne premi-
ce, prispemo na konstrukcijo za n = 3. Ta poseben
primer naloge pa smo preverili Ze na zacetku; ustre-
zne vrednosti k so le 0, 1 in 3. Ker delujejo za vsako
izbiro n, je s tem nas dokaz koncan. O
X X X

PRESEK 53 (2025/2026) 1

15



RAZVEDRILO
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Nagradna krizanka
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RAZVEDRILO

10

NAGRADNI RAZPIS

- Crke iz o$teviléenih polj vpisite skupaj z
osebnimi podatki v obrazec na spletni strani
www.presek.si/krizanka

ter ga oddajte do 12. oktobra 2025, ko
bomo izZrebali tri nagrajence, ki bodo pre-
jeli knjizno nagrado.

X X X

PRESEK 53 (2025/2026) 1
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FIZIKA

Globinska ostrina pri mikroskopu

Yl

ANDRE] LIKAR

- Z mikroskopom obicajno preiskujemo bioloske
vzorce, ki so posebej pripravljeni. Tkivo razre-
Zemo na zelo tanke rezine, ki jih stisnemo med
tanki stekelci. Prav tako med stekelci kapnemo
brise, v katerih iSCemo mikroskopske organizme.
Pred leti sem na bolSjem sejmu kupil mikroskop,
s katerim lahko opazujem tudi zelo velike vzorce
v odbiti svetlobi. Mizico lahko izdatno premikam,
prav tako celotno cev z objektivom in okularjem.
Tako lahko opazujem na primer kristale v velikem
vzorcu kamenine. S fotoaparatom v modernem te-
lefonu (glej sliko 1) lahko sliko tudi kvalitetno po-
snamem in jo tudi digitalno povecam, saj imata te-
lefon kot tudi mikroskop zelo kvalitetno optiko, fo-
toaparat pa tudi presenetljivo veliko locljivost. 1z-
delal sem preprost stativ za telefon, ki ga pritrdim
na mikroskop. Tako lahko nastavljam fotoaparat
na ustrezno osvetlitev in ostrino glede na sliko na
njegovem zaslonu. S prenosom slike v racunalnik
lahko sliko dodatno digitalno povecam, izboljSam

kontrast, barve...

7 mikroskopom sem opazoval gruco piritnih kri-
stalov, prikazano na sliki 2.

Pogled na sliko, ki jo vidimo skozi mikroskop, nas
preseneti. Le majhen del slike je oster, ostalo je za-
megljeno. Povsem drugace je na fotografiji, kjer vi-
dimo ostre robove kristalov povsem jasno. Pravimo,
da je globinska ostrina mikroskopske slike zelo
majhna. Tudi pri obic¢ajni fotografiji v¢asih opazimo,
da doloceni deli slike niso ostri. Pri zelo odprti za-
slonki je del slike oster, ostalo pa je bolj ali manj
megleno.

SLIKA 1.
Sliko iz mikroskopa zajamemo s fotoaparatom v telefonu

Ko skozi mikroskop opazujemo bioloske vzorce,
majhna globinska ostrina ne moti, ker so zelo tanki
in postavljeni pravokotno na opti¢no os mikroskopa.
Povsem drugace pa je, ko opazujemo razsezne pred-
mete. Da bi dobili ostro sliko po vsej globini pred-

18
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SLIKA 2.
Gruca piritnih kristalov. S kroZcem je oznaceno podrocje mikroskopske slike na desni.

meta, posnamejo zelo veliko slik z razliéno nastavi- Preden se lotimo narediti nekaj podobnega, po-
tvijo mikroskopa, tako, da je na vsaki sliki oster le  glejmo, kako bi ocenili globinsko ostrino slike pri mi-
del predmeta. Potem slike racunalniSko obdelajo in  kroskopu. Najprej si oglejmo preprosto izvedbo mi-
jih sestavijo v eno samo, da je celotna slika predmeta kroskopa z dvema tankima zbiralnima leCama. LecCo,
ostra. ki je bliZe opazovanemu predmetu, imenujemo obje-

ktiv, tisto pri oCesu pa okular, glej sliko 3. Predmet P

naj bo kar svetla tocka, ki jo postavimo na opticno

okular

objektiv

SLIKA 3.
Zasnova mikroskopa

PRESEK 53 (2025/2026) 1 1 9
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os malo pred goriSCe objektiva. Na njegovi drugi
strani nastane realna slika S na razdalji h od gorisca
objektiva F. Sliko S opazujemo z okularjem, ki ima
goriSce v sliki S. Iz okularja zato izhaja vzporeden
snop Zarkov, ki ga leCa v oCesu, naravnana na ne-
skoncnost, preslika v tocko SM na mreznici. Tocke
seveda ne vidimo povecane, saj nima razseznosti, a
razsezen predmet vidimo povecanega. To nas tre-
nutno ne bo zanimalo. Torej - tocka na opti¢ni osi
se preslika v tocko na mreznici. Sedaj pa tocko P
malo premaknimo, denimo za Ax, ne da bi prema-
knili Se kaj drugega. Slika, ki jo naredi objektiv, se
zato tudi premakne, denimo za Ah. Oba premika hi-
tro povezemo, saj pri tanki zbiralni le¢i velja znana
Newtonova enacba:

'Xh: Ozb'

Tu je x razdalja predmeta od gorisca objektiva, h
pa razdalja slike od goriS¢ na drugi strani objektiva.
Ce zapiSemo
= h=hy+Ah,

X =X+ Ax,

kjer je xo razdalja do predmeta, ki ga Se nismo pre-
maknili, hy pa oddaljenost njegove slike od gorisca.
Iz Newtonove enacCbe potem velja

= (x0 + Ax)(ho + Ah) = f3,
in zato:

= ”l()AX = —X()Ah.

Produkt AxAh smo zanemarili, ker sta tako Ax
kot tudi Ah zelo majhna v primerjavi z xo ali hy.
Premik slike bi premaknil tudi njeno sliko na mrez-
nici, a ker je oko naravnano na neskoncnost, se na
mrezZnici pojavi kroZec. Slika predmeta ni vec jasna,
je zamegljena. Ali to opazimo, pa je odvisno od pre-
mera kroZca. Ker je mreZnica oCesa sestavljena iz
Cutilnih celic, vidimo kroZec le, e je vecji od kakih
6 um. Premika predmeta torej ne bomo zaznali, Ce je
na mreZnici njegova slika krozec s premerom manj
kot 6 um. To poveZzemo s premikom Ax in razgla-
simo ta premik za globinsko ostrino mikroskopa.

SLIKA 4.
Lom zarkov v okularju.

okular

goris¢na
ravnina

20
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Do te povezave pridemo z naslednjim premisle-
kom. Na sliki 4 je prikazan okular in zarki, ki jih
potrebujem pri razlagi. Ko je slika predmeta v go-
riS¢u objektiva, pride skozi okular snop vzporednih
zarkov. Pri premiku slike pa je Sop pri Ah > 0 ne-
koliko razprSen. Izberimo Zarek, ki gre skozi okular
na njegovem robu v oddaljenosti v od opti¢ne osi.
Pri Ah = 0 se bo ta Zarek lomil tako, da bo po lomu
vzporeden z opti¢no osjo. Kako pa se bo lomil, ¢e
se slika premakne? Tu se spomnim izpita iz elemen-
tarne fizike, kjer je profesor narisal na tablo leco,
sem moral lomljeni Zarek na drugi strani lece in se-
veda pojasniti, kako sem priSel do njegove smeri. Po
kratkem premisleku sem prisSel do resitve. Posvetilo
se mi je, da se vzporedni curek svetlobe zbere v go-
ris¢ni ravnini. Med Zarki v curku je tudi Zarek, ki gre
skozi srediSce leCe in ta Zarek se v le¢i ne lomi. Prav
ta Zarek pokaZe tocko, kjer se curek zbere. Tako
imamo na drugi strani leCe toc¢ko, skozi katero mora
iti tudi prvotno narisani zarek. To uporabimo tudi
pri dolocitvi kota, pod katerim se lomi robni Zarek.
Ker je premik slike majhen, bo tudi kot lomljenega
zarka glede na optitno os majhen. Zamislimo si cu-
rek vzporednih Zarkov, ki zajame prvotno sliko in
premaknjeno sliko. Ker se Zarka, ki gresta skozi obe

SLIKA 5.

FIZIKA

sliki, srecata na drugi strani objektiva v isti tocki, iz
slike 4 razberemo, da velja

XY _ Y
Ah fok )
Potem je kot Ap
Ay
= A —
¥ fok

Kako se ta rahlo divergentni snop lomi v ocesu?
S slike 5 na enak nacin kot pri okularju pridemo do
polmera kroZca na mreZnici. Spet igrata sredi$c¢ni
zarek skozi le¢o in robni Zarek odlocilno vlogo. Ker
kot A@ imamo, je polmer kroZca preprosto

= Ar = Aqf)foko .

Konc¢na povezava med premikom predmeta pred
objektivom in kroZcem v ocesu je

2
¥ fokoh

=" o OX.
obJ ok

= Ar

Globinska ostrina Ax bo torej

faul?

bJ ok
——Ar.
yfokoh(z)

= Ax =

(1)

Potek Zarkov v oCesu. Rahlo razprsen snop zarkov iz premaknjene slike S’ bi se zbral v tocki SM’, na mreznici pa tvori krozec s

polmerom Ar

PRESEK 53 (2025/2026) 1




FIZIKA

SLIKA 6.

Raze na jekleni kladici, kot jih vidimo na 5 mm dolgem koscku
kladice skozi mikroskop. Na enem koncu smo 3,5 cm dolgo
kladico dvignili za 0,2 mm. Na levi strani slike so raze ostro
upodobljene, na desni pa so nekoliko nejasne. Na osnovi te
slike ocenimo globinsko ostrino mikroskopa.

S podatki o mojem mikroskopu pridemo do tele oce-
ne za globinsko ostrino: (Ax)y ~ 20 ym. Oceno
preverimo z opazovanjem brusene kovinske kladice,
kjer imamo zelo na gosto posejane raze od finega
bruSenja povrsSine, glej sliko 6. Kladico smo na eni
strani nekoliko dvignili z listom papirja z debelino
0,2 mm. Na levem koncu je slika izostrena, na raz-
dalji 5 mm od levega roba pa Ze opazimo izgubo
ostrine. Iz tega ocenimo globinsko ostrino na
~ 15 um.

Enacba (1) pove, da bo globinska ostrina vecja pri
vecjih goriscnih razdaljah objektiva in okularja in
manjSem polmeru zaslonke y pri okularju. Ker je
povecava mikroskopa obratno sorazmerna od pro-
dukta fypfox, je pri velikih povecavah globinska
ostrina zelo majhna. Sicer bi jo lahko povecali z
zmanjSevanjem 7y, a bi potem skozi mikroskop vi-
deli pretemno sliko. Pri zgornjih izvajanjih smo za-
nemarili valovni znacaj svetlobe, ki sliko toc¢ke neko-
liko zamegli. Pri naSi povecavi uklon svetlobe nima
zaznavnega vpliva.

Slika skozi mikroskop torej hitro izgubi ostrino
zunaj ostro upodobljenih podrobnosti. Za oster po-
gled na predmet potrebujemo veliko slik, ki so iz-
ostrene na razlicnih podrocjih predmeta. Na sliki 7
smo slikali makovo glavico obicajnega poljskega
maka, ki ga pogosto najdemo med posejanim Zitom.
Vidimo, da je na desni ostro prikazan le osrednji del
glavice, na naslednjih slikah pa vse bolj robni deli.

SLIKA 7.
Posnetki
kove glavice z
ostrimi predeli
na razlicnih
mestih.

ma-

22

PRESEK 53 (2025/2026) 1




FIZIKA

SLIKA 8.

Zdruzena slika makove glavice. Nekateri predeli so Se vedno
nekoliko nejasni, za boljso sliko bi potrebovali ve¢ osnovnih
slik.

Vse tri slike sem zdruzil v eno samo tako, da sem za-
temnil neostre dele slik, glej sliko 8. Nekaj neostrih
delov na sliki Se vedno vidimo, a je slika kljub temu
sprejemljiva, ker so ostali deli zelo ostri. Poklicni fo-
tografi naredijo zelo veliko slik z ostrinami na njiho-
vih razli¢nih delih in jih nato zdruzijo racunalnisko

SLIKA 10.
Zdruzena slika kristala.

s posebej za to razvitimi programi. Na sliki 9 je po-
dobna fotografija treh posnetkov kristalnega sklada,
ki so ostri le na dolocenih predelih. Na sliki 10 smo
zdruZili te posnetke, ki smo jim pred tem racunalni-
Sko zatemnili neostre dele.

SLIKA 9.

Slike kristala,
ki so ostre

na omejenih
predelih.

X X X
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Jubilejna 10. srednjeevropska
olimpijada iz astronomije in

astrofizike

N2
VID Kavcic

- Med 3. in 5. julijem 2025 smo v Avberju na
Krasu gostili jubilejno 10. srednjeevropsko olim-
pijado iz astronomije in astrofizike (SOAA). Sloven-
ska ekipa se je na tekmovanju vec¢ kot odlicno
odrezala - tekmovalke in tekmovalci so skupaj

osvajili kar 7 medalj in pohval.

SLIKA 1.
Udelezenke in udelezenci 10. srednjeevropske olimpijade iz
astronomije in astrofizike. Fotografija: Andrej Gustin.

1. lzvrsten uspeh slovenske ekipe: dve zlati,
dve srebrni, dve bronasti medalji in pohvala

Na tekmovanju je zmagal Zan Arsov, ki je poleg sku-
pne zmage dosegel tudi najvec tock pri obdelavi po-
datkov in v opazovalnem delu. Pri teoreti¢nih na-
logah je bil najuspeSnejsi Primoz Markovic. Oba
sta za svoja izjemna dosezka prejela zlati medalji.
Zelo uspeSni so bili tudi ostali slovenski tekmovalke
in tekmovalci: Niko Habinc, AnZe Jakovac in Ziga
Vucajnk so osvojili srebrne medalje, Blaz GaSperlin
in Nika Vidensek Podgorelec pa bronasti medalji.
Nika Arsov je prejela pohvalo.

Tekmovanje sta organizirala DMFA Slovenije in
Zavod Cosmolab. Organizacijski odbor olimpijade
so sestavljali Vid Kavci¢, Andrej Gustin in Bojana
Ukmar. K izvedbi tekmovanja so neprecenljivo pri-
spevali Simon Bukovsek, Urban Razpotnik, Peter
AndolSek in AleS Rus.

Letos se je na tekmovanju pomerilo pet drzav:
Slovenija, HrvaSka, Madzarska, Avstrija in Saudova
Arabija. UdeleZenci so svoje znanje preizkusili v
reSevanju teoreticnih nalog, obdelavi astronomskih
podatkov in v no¢nem opazovanju neba. Po koncu
olimpijade so potekale dodatne priprave na Medna-
rodno olimpijado iz astronomije in astrofizike, na
katerih se je naSim tekmovalkam in tekmovalcem
pridruzila Se ekipa Saudove Arabije.

V ¢lanku predstavljamo izbor treh krajSih teore-
ticnih izzivov in naloge z opazovalnega dela tekmo-
vanja.
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SLIKA 2.

Slovenski ekipi se je na dodatnih pripravah po tekmovanju pri-
druzila Se ekipa tekmovalk in tekmovalcev iz Saudove Arabije.
Fotografija: Bojana Ukmar.

2. Teoreticne naloge

2.1 Modra spirala
Naloga

V ponedeljek, 24. marca 2025, je okoli 21. ure nebo
nad Slovenijo in velikim delom Evrope razsvetlila ne-
navadna modra spirala (slika 3). Svetel pojav, ki se je
zgodil na visSini h = 80 km nad Zemljinim povrSjem,
je povzrocil izpust goriva iz rakete Falcon 9 podjetja
SpaceX.

a) Oceni najvecjo razdaljo d, na kateri bi lahko
opazovalka na Zemljinem povrsSju ob 21.00 Se
opazovala modro spiralo. Navedi vse predpo-
stavke, ki jih sprejmes pri oceni.

b) Oceni deleZ Zemljinega povrSja, s katerega
se je v danem trenutku mogoce videti modro
spiralo.

Namig: PovrSina krogelne kapice je podana z izra-
zom S = 21rra, kjer je a viSina kapice in » polmer
sfere.

SLIKA 3.
Modra spirala nad Svedsko (fotografija: Henk Troostheide).

ReSitev

a) NariSemo skico in oznac¢imo relevantne kolici-
ne. Za pravokotni trikotnik zapiSemo Pitagorov
izrek in dobimo

» d—1/(Ro+h)?—R}

— +/h(2Rg + h) ~ 1000 km.
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SLIKA 4.
Karta Cezsoce in okolice.

Ekvidistanca 20 m

b) PovrSino obmocja, s katerega je pojav mozno
opazovati, lahko geometrijsko opiSemo s kro-
gelno kapico. Sfera ima polmer v = Rg, iz po-
dobnih trikotnikov na skici pa dobimo:

R@ _R@—a
Ro+h  Rg

S tem v zvezi izrazimo

.o __Ro _ Rph
a_R®<1 R@-I—I’L)_R@-l—h.

PovrsSina krogelne kapice je:

6 _onR 2R3N
=S =21 =—
od R@ +h

Povr§ina Zemlje je Sq = 41R2, torej je delez
Zemljinega povrSja podan z

S h

=—=————>~0,6%.
S(-B 2(R@+h,)

=n

2.2 Polarna no¢ v Cezso¢i
Naloga

Cezsoca (p = 46°19’, A = 13°33’) je manjse naselje
v juznem delu Bovske kotline. Ve¢ dni v letu prebi-
valci Cezsoce ne vidijo Sonca, saj se juzno od naselja
razteza greben Polovnik (glej sliko 4). Oceni, koliko
dni v letu Sonce ne posije na kraj, oznacen s ¢rnim
krizcem. Smer proti severu je navzgor. Navedi vse
predpostavke, ki jih sprejmes pri oceni.

ReSitev

Opazimo, da imamo na jugu sedlo med dvema hri-
boma, torej bo ravno tam kriticna tocka, kjer se bo
Sonce le za las pojavilo na kriticnih dnevih.

Najprej izmerimo vodoravno razdaljo y = 1870 m
in razliko v viSini z = 1370 m—365 m ~ 1000 m med
opazovalko in sedlom.
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Izracunamo viSino h Sonca nad obzorjem v tre-
nutku, ko opazovalka opoldne zagleda zgornji rob
Sonceve ploskvice:

z o
= tgh+0p/2)=—, h=279

y
Upostevali smo, da je premer Sonceve ploskvice enak

0 = 32°. Nato izracunamo Soncevo deklinacijo g v
tem trenutku. Velja

= So=h+@—90 =-158.

Deklinacijo lahko poveZemo z eklipticno dolZino
L Sonca na ta dan. Spomnimo se standardne zveze
iz sferne trigonometrije:
" sindp =sinesinL, L;=223,1°, Lp=316,9"
Predpostavimo, da se Sonce enakomerno giblje po

ekliptiki in da je Casovni presledek med izracuna-
nima eklipticnima dolZinama enak At. Potem je

L, -1,

" A= T

- 365,25 dni ~ 95 dni.

Opazovalka v Cezsoci torej Sonca ne vidi priblizno
tri mesece na leto.

2.3 Kamenjajmo Sonce
Naloga

Gnamun nekega sonc¢nega dne v kraju na ekvatorju
opazuje Sonce, ki ravno precka zenit. Koliksna je
najmanjSa hitrost, s katero mora glede na Zemljo
vre¢i kamen v smeri proti Soncu, da kamen zadene
Sonce? Zanemari vplive Zemljinega ozracja, eliptic-
nost Zemljinega tira, Zemljino vrtenje okrog lastne
0si in njeno gravitacijo.

ReSitev

Predpostavimo, da Gnamun kamen vrze tako, da ra-
vno Se zadene Sonce. To pomeni, da v periheliju
oddaljenost kamna od srediS¢a Sonca ustreza ravno
Soncevemu polmeru Rp. Oznacimo hitrost kamna v
periheliju z v,. ZaCetna hitrost kamna ima dve kom-
ponenti: navpi¢na komponenta meta v, in Zemljina
krozilna hitrost okrog Sonca v|. Ker je Sonce v ze-
nitu, sta dve komponenti hitrosti pravokotni in za

ASTRONOMIJA

zacetno hitrost v velja v2 = v + vf. Ce zanema-

rimo vrtenje Zemlje okoli lastne osi, lahko izrazimo

GMg,
"V = U
@

ZapiSemo izrek o ohranitvi vrtilne koli¢ine za to¢ko
na Zemljini tirnici na oddaljenosti 7g in za tocko na
povrsju Sonca (na oddaljenost Rp). Velja

" VpRo = v)7g.
Poleg tega iz energijskega izreka sledi

2 2
GM, v2 GM, vy +v
m © p o ”.

R@ 2 Te 2

Hitrost vp izrazimo iz izreka o ohranitvi vrtilne koli-
Cine in izraz vstavimo v energijski izrek. Dobimo:
2 2 2
GMg ﬂ@ GMgy N VI + v
R@ 2 Ré B Te 2 ’

Iz zgornje enacbe izrazimo v, in dobimo:

2
. UL_\/_ZGM@ L 26Mg (r@_l>

Ro Te R
2GM, 2GM, GMg, [ 72
=2 0 0 (? - 1).
R@ Te Te R@

Ker je polmer Zemljine tirnice veliko vecji od Son-
Cevega polmera (rg » Rp), lahko rezultat poenosta-
vimo:

e GMg

=y, =
TR\ 7e

= 6400 km/s.

Gnamun mora kamen vreci s hitrostjo okoli 6400
km/s. Ta hitrost je veliko ve¢ja od ubezne hitrosti
s povrSja Zemlje, zato smo lahko res upraviceno za-
nemarili u¢inke Zemljine teZnosti in vrtenja okrog
lastne osi.

3. Opazovalne naloge

3.1 Naloga z ekvatorsko montazo

Zaradi precesije vozlov se tekom priblizno 19 let me-
njajo zvezde, ki jih Luna lahko okultira. T Skorpi-
jona (2° jugovzhodno od « Skorpijona) je trenutno

PRESEK 53 (2025/2026) 1

27



ASTRONOMIJA

SLIKA 5.
Okolica severnega pola ekliptike.

ena izmed zvezd, ki lezijo manj kot 0,3° stran od Lu-
nine tirnice in je zato okultacija moZna vsak mesec.
Montaza je Ze poravnana na severni nebesni pol.

a)

b)

Z ekvatorsko montazo izmeri razdaljo med
Luno in zvezdo T Skorpijona. Oceni, ¢ez koliko
Casa bo prislo do naslednje moZne okultacije.
Predpostavi, da se Luna po nebu premika ena-
komerno.

Oznadi, kje na izrisani krozZnici (glej sliko 5) se
trenutno nahaja severni pol Lunine tirnice. Sre-
disce karte ustreza severnemu polu ekliptike,
severni nebesni pol pa se nahaja v smeri nav-
Zgor.

Za bolj natanc¢ne meritve deklinacije lahko se
lahko v tem delu naloge opreS na podatek o de-
klinaciji « Skorpijona: —26°26'.

3.2 Naloga z Dobsonom

a) S karto na sliki 6 poiSci razsuto kopico IC 4665.
Postavi jo v sredino vidnega polja in jo pokazi
ocenjevalcu.

b) S teleskopom izmeri kotno razdaljo med sredi-
S¢em kopice in zvezdo Cebalrai, ki je na sliki
oznacena z modrim krogom. OpiSi svoj posto-
pek.

3.3 Opazovanje s prostim o¢esom

a) Poimenuj 5 ozvezdij, ki leZijo na ekliptiki in
so trenutno nad obzorjem, ter za vsako navedi
zvezdo « ter 1 Messierjev objekt, ki leZi znotraj
meja tega ozvezdja.
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Preostale podnaloge se navezujejo na karto ozvezdja
Kefej (slika 7).

b) Cim bolj natan¢no dolo¢i mejni sij in navidezni

sij obeh oznacenih zvezd. Natan¢no opiSi svoj
postopek.

¢) Poimenuj meglico na desni strani karte. Lahko
zapises trivialno ime ali kataloSko oznako.

Ozvezdje Kefej
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BILO JE NEKOC

PoroCilo o velikem vsesloven-
skem veriznem eksperimentu

PRESEK, LETNIK 33, STEVILKA 1.
N \%

- Pred dobrimi dvajsetimi leti je v Sloveniji potekala celoletna promocijska aktivnhost Svetovno leto fizike
2004, ki jo je pod okriljem DMFA Slovenije vodil dr. Jurij Bajc. Ena najzanimivejsih vsebin v bogatem prog-
ramu je bil VeriZni eksperiment, ki so ga fizikalni navdusSenci iz vse Slovenije prvic izvedli oktobra 2004 na
Festivalu znanosti v Narodni galeriji, v vecji izvedbi pa ponovili pred 1000 gledalci v Cankarjevem maja 2005
domu v Ljubljani. Na tej prvi vseslovenski ponovitvi je sodelovalo 53 fizikalnih naprav, o poteku in tudi o
nekaterih napravah pa je tedaj pisala tudi naSa revija. Aktivhost VeriZni eksperiment se je potem Se vrsto let
nadaljevala (skoraj) vsako leto z novimi ustvarjalci naprav in z zaklju¢no prireditvijo na razli¢nih lokacijah
po Sloveniji. Zadnji¢ smo Verizni eksperiment mnozi¢no izvedli na odru prireditve Bistroumi v Gallusovi
dvorani leta 2019, ko smo z njo obeleZili tudi 70 let delovanja druStva DMFA Slovenije. Morda bo kmalu cas
za naslednjo ponovitev?

Porocilo

: . o velikem

VDI ILF . vseslovenshem
]I\ I. !.' I-gl'\. i weriZneam

oy 3 eksperimentu

' Cankarjevem domu v Ljubljani smo 14. maja 2005 uspes- * lIrena

o pognall v tek 80 metrov dolgo verigo fizikalnih eksperi- 5 Dreveniek
" ‘mentov. Sestavijalo o je 53 naprav - Zlenov verige, ki so jin *  Olenik
4 pripravile ekipe iz vse Slovenije. Sedelovall so otroci iz vrt- g

cev, ekipe iz asnovnih in srednjih Sal. Studentje iz ljubljan- .

ske in mariborske univerze ter celo upokojenci. Dinamitna -\.:‘.

dogajanje se je od zatetka do konca verige prenasalo skoraj
30 miinut. Vsak fizmed Elenav verige se je asproZile tako, da fe ujel kroglico, ki je prisla iz
predhodne naprave, zakljufil pa s tem, da je »oddal« kroglico naslednji napravi. Dogodek
si je priglo ogledat preko tisof radovedneZev, ki so obtudovali domiselno in izvirna fz-
o _ _ . delane naprave. Le-te so se ponasale tudi z zanimivimi imeni, od dokaj nazamih, kot sa,
o Peti in sesti *  denimo, Nagajivl skriptl, Hidravlicni ven in Elektricni tobogan, da prece} abstraktrih,
. Elen verige E kot na primer § Top Lee Gun all pa Cuball slarmtank. V imenih i manjkalo tudi slavnih
e ke - E znanstvenikoy. Tako smo lahko vmen.deplma.ﬁinstem taj plac In Baltazarja. Nagel pa se
» ERsEperimentov Jetudi Hreek v kletki in Stricek na lojtri. Poles naprav VeriZnaga eksperimenta so si ohis-
kovalci lahko pgledali tudi razliéne zanimivost} v pestrem spremljevatnem programu.

Za sodelujote ekipe se Je dogajanje v Cankarjevem domu pritelo Ze ob
osmih zjutraj, ka se je pred vhodom v veliko sprejemno dvorano nagrma-
dila dolga vrsta avtomobilov 2 vseh koncev Slovenije. Vsi sa Zeleli dourad-
riega zacetka prireditve imetl davalj £asa. da zlepijo vse kase, ki niso 3liv
=sswws  priljafnik, ali pa-so razpadli med transportom. da preverijo razliéne stike
* in elektrifne kontakte. preizkusijo delovanje kritiénin delov in podobno:
Pomemtno je bilo tudi preizkusiti, £ povezava s sosednjimi napravami v
% verigi zares deluje; kot je bilo zamisljeno. Nekaterim je povarotala pregla-
= vice orlentacija postavitve, ki je bila drugatna, kot sa predvidevali. A na
= steto smo, v duhu eksperimentiranja in imgproviziranja, ki sta
: nas spremijala Ze nekaj predhodnih mesecev. do enajstih vetino
}:: *  problemoy uspesna resil .-:‘

PRESEK 53 (2025/2026) 1




RAZVEDRILO

N

TKIH LEKCIJ

1Z FIZIKE

Y

v

RESITEV

&W@b.mﬁm&.u.u@ X
17 ] mV Ce“ﬁdo X
w WZE. ..mvzezv%_ma
~~ = mazv%.lean
w Hogoe~9 & .
w N v Uz o o O g
X S 4NTE =T e0
a N Yoo » o0y
AN/I\ a.lwkM Z v © .
o W £ 2 .m.EMPKhm
N V5 o o a..m G S
U —-w BEE=E" 23209827
ST £37 tEifiiis
2o 155838855585
o | | W=
n|-=lulz|~]ol«
—|zN|w|z] =]
NEIREERE
—|>[<ifi]» 1l #
o - << X
< N[E =S | <|x|<|n|¥|—|=|o
MR EREE BRI
<[l ||| wi| o | o [@E I | < fo | = o B
= INi ROVMﬁWMESKALIN
i RITlismm@mvaSiLAJMEREWNI
= | wc | —lli<|x|—lo|c|z|oc|vlll=|w|[
o= (v~ |v|u|wx|<[Hifll-|c|n|w
B s|<|x|<|-o]z|x|<|fiu|x|vn|<|z[-|u|=
il < | o ||zl > - |~ x][<]z]>]w
EEE Bl clo|zov|rlv|o | <EHE
M|~ || S| <= B = < | D
m.mmmMURANommmRAJA
b | <[l | < ||~
o< T|z@E | ojw|x|
m"mPSMMWONEMITEV
il < || <[z |2 B < |- |w|z|w]dio]=]<
klx|o|w[z|o|z > <[> o]l o | wis] <=
mmmSODARmEmSRNINAmiPEVCAT
)= (= |l | <o~ = < [Ber <[~
o c|o|<|z[wall —|x|vhljc|w =<
TREEN  EMEERER BErEEIE
fi|<|o o[ |w[x|a|x il o|w][s|o[z]F|< N[«
WmJUGOZAHOD%MKOKETAmemm
g i [sEEEE o o = | < |[Flli |- <[> w0
MESSIERMDMWTW_WMCE
o o< x> <[a]z]~]¥
= o[<llis|x|uiN][<
! [t — | 2| D |»|—|x|q|—|o|x
m_MELWWmWAKCENT
2, o0 e e o [ [T ]

31

PRESEK 53 (2025/2026) 1




Andrej Gustin, Dunja Fabjan, Vid Kavcic, Simon Bukovsek

Zbirka nalog z astronomskih
tekmovanj 2009-2024

Teorija in reSene naloge za srednje sole

Ob ]'.5'V0blet1?uCl tekmOVanJ A aStrOH?mlJe JJ& TRl Z'aIOZbl Andrej Gustin, Dunja Fabjan, Vid Kavcic, Simon Bukoviek
FMF izSla Zbirka nalog z astronomskih tekmovanj - teo- ZBIRKA NALOG Z ASTRONOMSKIH TEKMOVANJ
rija in reSene naloge za srednje Sole.

Poleg vec¢ kot 230 reSenih nalog s Solskih, z drzav-
nih in izbirnih tekmovanj za srednje Sole prinasa zbirka
tudi povzetke teorije, ki bodo v pomoc¢ tekmovalkam in
tekmovalcem pri pripravi na astronomska tekmovanja.
Zbirko bogati ve¢ kot 140 skic in fotografij, ki bralkam
in bralcem pomagajo pri razumevanju vsebine.

Zbirka je razdeljena na Sest tematskih sklopov: osnove
astronomije, nebesna mehanika, svetloba in sevanje,
zvezde in zvezdni sistemi, kozmologija in optika. Vsak
tematski sklop se zacne s povzetkom teoreticnih vse-
bin, vse od temeljnih pa do zahtevnejsih konceptov.
Sledi izbor nalog, ki se navezujejo na obravnavano tema-
tiko. Urejene so po tezavnosti, hkrati pa je vsaka naloga
opremljena tudi z oznako letnice in ravni tekmovanja.
Poleg tega zbirka zajema tudi sklope koristne matema-
ticne zveze, obdelava podatkov in vrtljiva zvezdna
karta.

Zbirka predstavlja prvo tovrstno gradivo pri nas, zato je

nepogresljiv pripomocek za mlade astronomke in astronome, ki si Zelijo boljSega razumevanja in bolj
poglobljenega stika z astronomijo. Hkrati pa lahko sluzi kot odlicen pripomocek za pripravo na Solska,
drZavna in izbirna tekmovanja iz astronomije - tako za dijakinje in dijake kot tudi njihove mentorice
in mentorje. V veliko pomo¢ pa bo tudi Studentkam in Studentom, ki se astronomiji posvecajo v okviru
univerzitetnega Studija na prvi stopnji.

Poleg omenjene knjige ponujamo tudi druga matematicna, fizikalna in astronomska dela. Podrobnejse
predstavitve so na spodnjem naslovu, kjer lahko vse publikacije tudi narocite:

https://www.fmf.uni-1j.si/s1/zalozba/katalog/

Dodatne informacije lahko dobite v knjiZznici Fakultete za matematiko in fiziko po telefonu
(01) 4766 558.

7035 665319H
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