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matematicni trenutki kolofon

Razlaga
mavrice

iy

-> Po irski legendi je krat na koncu mavrice skril 1o
nec zlata. A tudi brez zlata smo lahko nad mavrico
navdu eni. Svetloba se pri vstopu in izstopu iz ka»
pljic lomi, znotraj kapljic pa se odbija, vcasih vec»
krat. S pomocjo trigonometrije lahko izracunamo lo>
mni kot, ki doloca, kje se nahaja vrh glavne mavrice.
Njegova velikost je pribli no 42 stopinj. Enak je kotu
z vrhom v opazovalcevem ocesu ter krakoma skozi
vrh mavrice in skozi senco opazovalceve glave. Ker
imajo razlicne barve razlicne valovne dol ine, se lo>
mijo pod razlicnimi koti in tako ustvarijo eno ali dve
mavrici.
Natancnej i pogled poka e, da se znotraj sredin>
skega vijolicnega pasu pojavijo bolj ne ni odtenki.
Nastanejo zaradi interference svetlobnih valov, pri
cemer se nekateri valovi medsebojno ojacujejo. Raz»
laga teh pasov ni popolnoma ocitna in v prvih teo»
reticnih razlagah mavrice ni zaobjeta. Za dokaz teh
pasov je potrebna valovna teorija, natancen opis pa
dajo Airyjevi integrali, ki jih numericno izracunamo
s pomocjo neskoncnih vrst. Radovednost pri prou»
cevanju mavric je privedla celo do nekaterih novih
odkritij v matematiki in ziki, npr. do »mavric«, ki .
jih tvorijo sipani atomi ali jedra. navodil a SOd? lavcem Preseka
Radovednej i bralci si lahko preberete prispevek za oddajo prispevkov

matematicnl trenutki

»The Rainbow Bridge: Rainbows in Art, Myths and
Science«, ki sta ga leta 2001 napisala avtorja Ray»
mond R. Lee in Alistair L. Frasier.
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matematika

Popacenje

Yl
Peter Legisa

%

Polarni koordinatni sistem v ravnini

V ravnini imejmo pravokotni koordinatni sistem.
Pozitivni del p abscisne osi, usmerjen od tocke O,
proglasimo za polarno os, tocka O je pol ali koordi»
natno izhodi ce.

Yy

N

SLIKA 1.
Tocka O je pol, poltrak p polarna os.
sta polarni koordinati tocke A.

tevili JOAj r in kot ~

Kote z vrhom v O merimo v smeri, ki pomeni
najkraj e vrtenje polarne osi na pozitivni del osi y
(slika 1).

Vsaki tocki A v ravnini (A O) lahko priredimo
dve tevili:

® razdaljo r tocke A od O, ki jo imenujemo polmer
ali radij tocke in

= polarni (smerni) kot ~, ki ga zveznica OA oklepa
s poltrakom p.

tevili r, sta polarni koordinati tocke A. Tocka A
je s polarnima koordinatama enolicno dolocena.
Cevzamemo, dajeO ~ <360 , pa sta tudi polarni
koordinati tocke A enolicno doloceni. (Brez tega do»
govora lahko smernemu kotu pri tejemo poljuben

veckratnik polnega kota.) Sam pol O je karakteri>
ziran z r 0, polarni kot za tocko O pa ni dolocen.
Ce je sta x in y pravokotni koordinati tocke A, je
sevedar? x? vy?2

Primer. Pomislite na uporabo radarja v morskem
prometu. Radar oddaja ozek snop mikrovalov in se
vrti okrog navpicne osi. Ko radar v doloceni smeri
zazna odboj, sklepamo, da je tam ladja (ali kak drug
vecji kovinski objekt). Torej poznamo njen smerni
kot. Iz zakasnitve odbitega vala pa izracunamo
njeno oddaljenost radij.

Ce imamo pravokotni koordinatni sistem in ima

tocka A polarni koordinati r; ” , sta njeni karte>
zicni koordinati po de niciji funkcij sinus in kosinus
enaki
"= X rcos?; y rsin~:
Dogovorimo se: Koordinate bodo v tem clanku po»
menile kartezicne koordinate in koordinatni sistem
kartezicni koordinatni sistem, razen ce ne bo receno
drugace.

Kaj je popacenje?

Kaj naj bi »idealno« naredil objektiv v fotografskem
aparatu? Privzeli bomo, da je na objektiv rotacijsko
simetricen. Se pravi, ce bi (v laboratoriju) objektiv
zavrteli okrog osi, se slika ne bi spremenila.

V praksi to ni cisto res. Tudi med novimi objektivi
naletimo na slab i primerek. Navadno je kak element
v sestavu premaknjen/nagnjen in je zato kakovost
slike v raznih smereh razlicna. Danes take napake
opazimo zaradi velike locljivosti tipal ob stoodstotni
povecavi na zaslonu mnogo hitreje kot vcasih. Nek>
danji zdravnik in znanstvenik je pred desetimi leti
ustanovil uspe no podjetje, ki izposoja fotografske
objektive. Poroca [2], da morajo takoj po nakupu
pribli no tri odstotke tovarni ko nove (in vecinoma
drage) optike vrniti ali zanjo uveljavljati stvarno na»
pako, ker njihovi testi poka ejo prevelike okvare.

Preseci ce osi objektiva in tipala kamere oznaci>
mo z O. Imejmo ravnino , pravokotno na os lece
(slika 2) (in torej vzporedno tipalu kamere). Tej rav»
nini recemo predmetna ravnina. Njeno lego lahko
podamo z enim samim tevilom oddaljenostjo od
ravnine tipala.
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SLIKA 2.

Veljar mR, kjerjem b=a.

Ce smo izostrili na predmetno ravnino, nam ob>
jektiv daljico dol ine R v predmetni ravnini
preslika na daljico dol ine r v ravnini tipala
(= senzorja) kamere. Obstaja e tevilo m (faktor
pomanj anja ali povecanja), idealno odvisno le
od razdalje do predmetne ravnine, da je r mR.
Izpeljavo teh rezultatov za upodabljanje s tanko leco
najdemo v clanku Moteca perspektiva v prvi tevilki
Preseka 2016 17 [1]. Idealni objektiv nam naredi
podobnostno transformacijo (dela) ravnine na
ravnino tipala. Tak idealen objektiv preslika daljice
na daljice in ohranja kote. Pravokotnik idealni objek>
tiv preslika v pravokotnik, kvadrat v kvadrat itd.

Predvsem pri uporabi zoom objektivov, ki segajo v

irokokotno obmocje, pa opazimo, da ti ne delujejo
idealno. Zlasti pri najmanj i gori cnici opazimo ne>
prijetno napako, imenovano popacenje. Ce nosilka
preme crte ne gre skozi sredi ce slike, je podoba crte
na tipalu ukrivljena. Slika pravokotnika ni vec pra
vokotnik. Angle Ki izraz za popacenje je distortion,
nem Ki Verzeichnung.

Kako popacenje opi emo?

Kot zgoraj, imejmo ravnino , vzporedno ravnini
senzorja. Objektiv je zmo en preslikati le del te rav»
nine okrog preseka O° opticne osi s Ta del je
navadno krog ali (zaradi zaslonk, ki blokirajo neza>

elene arke v objektivu) pravokotnik s sredi cem
v izhodi cu O° Navadno slika ravno pokriva tipalo
aparata. V nadaljevanju clanka bomo upo tevali to
omejitev. Na sliki 3 vidimo, kako lahko izberemo
koordinatna sistema v ravnini  in v ravnini  sen>
zorja, tako da se tocka T s polarnima koordinatama

matematika

y
TR;”
x x o
o X x
Tr; >
Yy
SLIKA 3.
Objektiv preslika tocko T R; * v tocko TOr; = .
R; * v ravnini preslika na ravnino senzorja v
tocko T? s polarnima koordinatama r; ~ .
Ce bi bil objektiv idealen, bi veljalo r mR.

V tem primeru bi, kot smo rekli, preslikava bila
podobnostna transformacija, ki ohranja kote in vse
razdalje pomno i z m. Tako pa je r funkcija spre»
menljivke R, ki se nekoliko razlikuje od mR. Pi imo
s mR. tevilos bibila razdalja preslikane tocke od
sredine tipala, ce bi bil objektiv idealen. Na intervalu
I mo nih vrednosti za s velja

ds

" rs s1 —:
100

1)
Tu je d s velikost popacenja v odstotnih tockah.
Absolutni razteg radija s zna a sd s =100. Vcasih
govorimo, da gre za radialno popacenje, ker priza»
dene le polmere. Privzeli bomo, da funkcijas @ r s
strogo nara ca naintervalul ind 0 0.

To zagotavlja, da popacenje (nami ljene) idealne
slike razlicni tocki preslika v razlicni, se pravi, da je
popacenje injektivna preslikava. Ce se omejimo na
t. i. priosne arke, se pravi arke, ki potekajo blizu
opticne osi in oklepajo majhen kot z osjo, objek>
tiv deluje v nekaterih pogledih skoraj idealno in to»
rej popacenja prakticno ni. Zato pricakujemo, da je
do o

Funkcijas @ d s ni odvisna od tega, kako zaprta
je zaslonka objektiva. Je pa odvisna od razdalje med
predmetno ravnino in ravnino tipala.

Podjetje Zeiss je eno redkih, ki za nekatere svoje
objektive daje grafe funkcije d. Primere imamo v
clanku [3]. Na slikah v Zeissovem clanku imamo po»
leg grafa za funkcijo d e rdece narisan nagib grafa,
to je matematicno odvod funkcije d. Nagib v dani
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matematika

%

tocki je smerni koe cient tangente na graf v tej tocki.
Kot bomo videli, je pomembno, kje funkcija d nara>
ca (pada). Funkcija strogo nara ca, kjer je njen na>
gib pozitiven. Strogo pada, kjer je nagib negativen.
Zanima nas, kako se dejanska slika razlikuje od
idealne.

Podrobno bomo tako preucili preslikavo, ki toc»
ko A s polarnima koordinatama s; = preslika
v tocko Al s polarnima koordinatama r s ; >

Ker se pri tem polarni kot ne spremeni, velja:

Vsaka premica p skozi izhodi ce se pri tej presli
kavi ohranja. Posamezne tocke na premici p se lahko
premaknejo, vendar ostanejo na p.

Formule za popacenje

Vzemimo na idealni sliki tocko A s kartezicnima ko»
ordinatama A X; Njen polmer v polarnih koor»
dinatah je s X2 y2  Na popaceni sliki tocki
A odgovarja tocka A’ s kartezicnima koordinatama
A X:Y kot na sliki 4.

y
Al X;Y
r S ]
1
A Xy !
i i
1 1
s LY
Y |
1 1
1 I
I I
- 1 I
O A
o P x;0 PYX;0 X
SLIKA 4.
Tuje jOAj sinjOAY r.
Njen polmer zna ar s s 1 ‘iTSO . Ker sta tri>

kotnika POA in P’OA" podobna, je X : X r s :s.
Tako ima tocka A’ absciso enako X Xr S =S

koordinati tocke A? enaki

q
rs X
-X - R 2 2 -
X" X 1009 qx ye s
rs Y 2 > .
Y VY S Yy 100d X2 y? . 2

Popacenje daljico, katere nosilka gre skozi izhodi>

ce, spet preslika na (navadno drugo) daljico z isto
nosilko. Kaj pa, ce nosilka daljice ne gre skozi izho»
di ce?

Vzemimo na idealni sliki premico g, ki ne gre
skozi izhodi ce O. Nari imo ji vzporednico p skozi
O. Postavimo pravokotni koordinatni sistem tako,
daimaqenacboy h >0 kot na sliki 5.

BO X2: Yo

Al X1;Y1

0;Y,

0;h

SLIKAS.
Tu je JOAj s;in jOBj s,. Blazinasto popacenje daljico AB
preslika na rdeco krivuljo od A’ do BY.

Na popaceni sliki tocki T x;h na premici q po

enacbi (2) odgovarja tocka T® X x ;Y x s koordi>
natama
b
= X X X Ld x2 h? ;
100
h P
YX h —d x2 hZ: (3)
100

Poglejmo, kaj se dogaja, ko x,nara ca od O naprej.
Nara ca funkcijax @ s x X2 h2 Zanasje e
posebno pomembna formula za vi ino Y ukrivljene
slike vodoravne crte y  h, zato jo ponovimo:

X xciTso. Enako vidimo, da je ordinata tocke A’ h b
— ds .. > > .
enakaY yrs=s y y95. Takostakartezicni * Y X h -ood x* h®: (4)
6 Presek 44 (2016/2017) 5




Blazinasto popacenje

Denimo, da funkcijas ® d s naintervaluJ s;3;s»
strogo nara ca. Tocka A X;;h z x;3 > 0 naj ima
polmer s;, se pravi x; h?  s? na sliki 5. Prav
tako naj ima B X,;h z Xz > 0 polmer s;. Seveda je
X2 >X1. Cejexy X Xo,jeT X;h na daljici AB.
Kak no obliko ima popacena slika daljice Aﬁ?
Ko x nara ca od x; do Xz, hara cas X X2 h?
od s; do s;. Na intervalu J s1;82 je d nara ca»
joca. Za@ na intervalu | X1;X2 nara ca funkcija
x @ d x2 h2. Vsota dveh nara cajocih funk>
cij je nara cajoca, zato po (3) na intervalu | strogo
nara (‘6 preslikava x @ X x . FunkcijaY X h

g "xZ h2 prav tako strogo nara ca na inters

100
valu | X1;X2 . Ko X potuje od x; do Xz, se zato
T X x ;Y x giblje desno in navzgor. Popacena

slika daljice AB je torej krivulja, ki jo imamo lahko
za graf strogo nara cajoce funkcije na intervalu od
X1 X X1 do X2 X Xo .

Torej, ko potujemo po popaceni sliki daljice AB od
A’ do B?, se T oddaljuje od premice p kot na sliki 5.

Imejmo na idealni sliki pravokotni okvir (= rob
pravokotnika) s sredi cem v izhodi cu O, tako da
polmeri vseh tock okvirja le ijo v intervalu J. Naj
bo CD stranica okvirja in p premica skozi O, vzpo»
redna daljici CD. Ko se po popaceni sliki stranice
CD okvirja oddaljujemo od sredi ca, se oddaljujemo
tudi od premice p. (Premico p pa, kot smo e rekli,
popacenje ohranja.)

Popaceni okvir ima tako obliko natlacene blazine
o jevsredini, s trlecimi vogali (slika 6), saj je popa>
cenje relativno najbolj raztegnilo prav vogale. Temu
pravimo blazinasto popacenje ali popacenje v obliki
blazine angle ko pincushion distortion, saj so take
napihnjene blazinice, v katere ivilja zabada bucike.
Povzemimo:

Imejmo na idealni sliki daljico AB, vzporedno
premici p skozi O (vendar ne vsebovano v p).
Premica e naj poteka skozi O in naj bo pravo>
kotna na p. Polmeri tock na AB naj le e na in»
tervalu, na katerem funkcija d strogo nara ca.
Ko se po popaceni sliki daljice AB oddaljujemo
od e, se oddaljujemo tudi od premice p. Zato
govorimo o blazinastem popacenju.

matematika

a=0.08

SLIKA 6.
Blazinasto popacenje pravokotnega okvirja.

Vzeli smo J s1;S2 . Tocke na idealni sliki s pol>
merom v J le ijo na kolobarju s sredi cem v izhodi»
cu. Meji tega kolobarja sta kro nici s polmeroma s;
in s2. Popacitev ta kolobar preslika na kolobar s sre>
di cem v izhodi cu. Meji popacenega kolobarja sta

kro nici s polmeroma r s; s1 1 1=100 d s1
inr s, s, 1 1=100 d s, . V na em primeru
jer sz r s; Sy S 1=100 d s, ds; >

S2> S1, torej popacenje poveca razdaljo med kro ni»
cama.

Pri »standardnih« zoomih imamo navadno na tele
obmocju rahlo blazinasto popacenje.

Sodckasto popacenje

Denimo zdaj, da funkcija d na intervalu K t1 6
strogo pada. Naj ima G z1;h polmer t; in H z3;h
polmer ty, kjer je 0 < z1 < z, kot na sliki 7. Potem
X ® d s x natem intervalu strogo pada. Po for»
muli (4) funkcijax @ Y X strogo pada na intervalu

L Z1;Z2 . Ker x @ s x strogo nara ca, to ve>
lja tudi za x A S X, saj je r strogo nara cajoca.
Todar s x Xx 2 Y x 2 Kerx@Y x

strogo pada, mora X @ X X strogo nara cati. Ko
X tece od z; do z,, se tocka T X x ;Y x giblje
desno in navzdol. Tako vidimo:

Presek 44 (2016/2017) 5
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Imejmo na idealni sliki daljico GH, vzporedno
premici p skozi O (vendar ne vsebovano v p).
Premica e naj poteka skozi O in naj bo pravo»
kotna na p. Polmeri tock na GH naj le e na in>
tervalu, na katerem funkcija d strogo pada. Ko
se po popaceni sliki daljice GH oddaljujemo od
e, se bli amo premici p kot na sliki 7. Zato go»
vorimo o sodckastem popacenju ali popacenju v
obliki sodcka angle ko barrel distortion. Pre»
mici p in e se pri popacenju seveda ohranjata.

Vzemimo na idealni sliki pravokotni okvir s sredi>
cem v izhodi cu, tako da polmeri vseh tock okvirja
le ijo v intervalu K. Najbolj se skrcijo polmeri od
sredi ca slike najbolj oddaljenih tock. Popacenje
»zategne« vogale pravokotnika. Popaceni pravoko»
tnik dobi obliko soda kot na sliki 8.

Pri posnetkih arhitekture, reprodukcijah je popa>
cenje zelo motece.

Pri objektivih akcijskih kamer in »ribjih oces« pa
je ekstremno sodckasto popacenje celo za eleno
ker na ta nacin spravimo na sliko kar se da veliko
stvarnosti.

Valovito popacenje

Lahko se zgodi, da radiji tock na daljici BA, ki ne
gre skozi izhodi ce, le ijo v intervalu J, kjer funk>
cija d strogo nara ca, in v intervalu K, kjer funkcija
d strogo pada. Naj bo p premica skozi izhodi ce

0.5 4

a=-0.05

SLIKA 8.
Sodckasto popacenje pravokotnega okvirja.

vzporedna in disjunktna z daljico AH. Premica e naj
poteka skozi O in naj bo pravokotna na p. Ko se
po popaceni sliki daljice AH oddaljujemo od e, se
na enem delu oddaljujemo od p, na drugem delu pa
pribli ujemo premici p. Temu pravimo popacenje v
obliki brkov mustac ali valovito popacenje.

Primer. Denimo, da je d s 0;13s® 0;026s%.
Oglejmo si vedenje funkcije d za nenegativne s. Ko
spremenljivko s povecujemo od O naprej, najprej
prevlada prvi clen v vsoti zad s in funkcija d pada.
Kasneje prevlada vi ja potenca v drugem clenu in
funkcija d nara ca.

y
Graf za d imamo na sliki 9. V tocki C, kjer d pre>
ide iz padanja v nara canje, zavzame funkcija d naj>
G z:;h H z3;h d
0;h 7 — q 0;2 1
// 7
o
/ 7 H0 0
e ,’ /,/ T T T T T T
/ 3 2 1 0 1 2 3
// ,/’//
l-
l_/// p 021 c 1;5811; 0;1625
O X
_— SLIKA 9.
SLIKAT. Graf funkcije d X 0;13x2 0;026x* ima minima v tockah
Tuje jOGj t;injOHj to. z absciso x 2:5.
8 Presek 44 (2016/2017) 5
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SLIKA 10.
Rdeca krivulja predstavlja valovito popacenje daljice AB.

manj o vrednost minimum. Z matematicnim orod»
jem, imenovanim odvod (snov cetrtega leta giB1na>
zije), ugotovimo, da je ta minimum pri s 2;5.
Minime (in maksime) pa nam poi ce tudi ukaz
Ekstrem v prosto dostgpni GeoGebri. Torej funkcija
oboada na intervalu 0; 2;5 in nara ca na intervalu

2;5;1 . To lahko preverimo tudi s kakim drugim
programom ali racunalom, ki zna narisati graf poli>
noma d.

Naj bo A 1;5;1 inB 1;5;1 . Popaceno podobo
daljice AB imamo rdece obarvano na sliki 10. V
nadaljevanju tega clanka bomo na preprostej ih
pri51erih razlo ili, kako smo to narisali. Tocki
G 15; in H 1;5;1 na daljici AB imata
polmer  2;5. Na sliki 10 vidimo v rdeci krivulji od G°
do H° sodckasto popacenje daljice GH in v
rdecem preostanku blazinasto popacenje daljic AG
in BH. Popacitev daljice AB ima obliko umetni kih
brkov, kakr ni so bili v modi okrog leta 1900.

Na [4] imam na GeoGebra Tube interaktivno sliko
z naslovom Zapleteno popacenje daljice, Kkjer je
ds 0:13s2  bs?*. Z drsnikom lahko spremi»
njamo parameter b.

Modeliranje popacenja

Mnoge funkcije lahko dobro aproksimiramo s poli>
nomi. Ker jed O 0, poskusimo z % ais

a,s® aszs®  ags? Literatura [3, str. 27],
[5, str. 87 90] pravi, da po t. i. Seidelovi teoriji
aberacij pri objektivih, sestavljenih iz dobro centri>
ranih lec s sfericnimi povr inami, v gornjem izrazu
lahko izpustimo lihe potence. Ludwig Seidel je to
teorijo objavil v vec clankih v reviji Astronomische
Nachrichten leta 1856. Praksa ka e, da pri takih

matematika

objektivih zelo dober pribli ek dobimo v obliki

ds_ as?
100

En tak primer smo e podrobno obravnavali.

bs*: %)

Enostavno popacenije

V mnogih primerih lahko v enacbi (5) zanemarimo
drugi clen, tako da vzamemo

dis as? (6)
100

in tako

"rs s1 as?: (7)

Ce velja enacba (7), bomo to imenovali enostavno po»
pacenje.

Razteg radijas znaar s sds =100 ass.
Bistven vpliv na sliko ima predznak koe cienta a.
Cejea >0, funkcijas @ d s as? strogo nara ca
na intervalu 0; 1 . Povzemimo:

= Zaa > 0 dobimo enostavno blazinasto popacenje.
= Za a < 0 dobimo enostavno sodckasto popacenje.

Ce to vstavimo v enacbo (2), vidimo, da tocki A x;y
na idealni sliki na popaceni sliki odgovarja tocka
Al X:Y s kartezicnima koordinatama

X ax x? y?;

Y y ay x? y?: ®)

= X

Vodoravna premica z enacboy h je sestavljena iz
tock x;h . Zato se popaci v krivuljo, sestavljeno iz
tock X;Y ,tako da je

= X x ax x2 h?;

Y h ahx?® h?: (9)

To je parametricna enacba te krivulje; spremenljivka
X je parameter. Programi za racunalni ko geome»
trijo kot, recimo, prosto dostopna GeoGebra, znajo
narisati take parametricno podane krivulje. Ukaz je

Krivuljal[
X + a x(x*2 + h"2), h + a h(x*2 + h"2),
X, -1.5, 1.5

1.

ce spremenljivka x tece od 1;5do 1;5.
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Na slikah 6 in 8 imamo enostavni popacenji pravo»
kotnega okvirja velikosti 3 2, s sredi cem v izhodi>
cu. Nasliki6 jea 0;08, nasliki 8 pa je a 0;05.
Na naslovu [4] sem v GeoGebri naredil interaktivno
sliko z naslovom Enostavno popacenje pravokotnega
okvirja. Z drsnikom spreminjamo parameter a. Pri
a 0 ni popacenja.

TV popacenje
Ce imamo le blazinasto ali le sodckasto popacenije,

je za elena preprosta tevilska ocena za velikost po»
pacenja.

B'

SLIKA 11.
Tu so A”, BY, C?, D? vogali tipala.

Na sliki 11 so ukrivljene crte popacena slika pra»
vokotnega okvirja s sredi cem v izhodi cu O, pravo»
kotnik A°B’C°D? pa predstavlja tipalo. Kvocient
JE'GYj
iADYj
je TV popacenje v odstotnih tockah. Nekateri raje
uporabljajo SMIA TV popacenje, ki je dvakratnik
vrednosti TV popacenja. Vsi ti pojmi in precej nja
zmeda v terminologiji izvirajo e iz casov katodnih
cevi na televizorjih. Uporabljajo pa jih tudi nekatere
internetne strani, Ki testirajo objektive.

Pri primerjalnih testih objektivov velikost popace>
nja e zmeraj igra veliko vlogo. Objektivi s ksno
gori cno razdaljo imajo navadno bistveno manj e
popacenje kot zoom objektivi pri enaki gori cnici.

= 100

Bolj zapletena popacenja in vinjetiranje

Kaj pa, ce velja formula (5) ali kaj e bolj zaplete>
nega? En tak primer smo e obravnavali in izdelali
sliko 9. Objektivi pametnih telefonov in tudi mnogi
drugi novej i irokokotni objektivi vsebujejo mocno
asfericne elemente. Zato imajo lahko zelo zapletena
popacenja. Na [3, str. 27] imamo grafa funkcije d
za tak objektiv pri dveh razdaljah slikanja. Popace»
nje sicer ni veliko, a je tako zapleteno, da funkcije
d ne moremo dobro aproksimirati s preprostim po»
linomom.
Poglejmo koncno primer iz fotografske prakse.
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SLIKA 12.
Zapleteno popacenje pravokotne mre e in temni vogali pri od-
prti zaslonki.

Fotogra jo 12 sem posnel s cetrt stoletja starim
(cenenim) zoomom z gori cno razdaljo 28 80 mm
(Canon EF 28 80 mm, 1 : 3;5 5;6 Il) na tipalu »pol>
nega formata« (Full Frame, kratko FF), to je veliko»
sti pribli no 36 mm 24 mm. Z zrcalom na mizi
sem poskusil doseci, da je os slikanja pravokotna
na tarco. Gori cna razdalja je zna ala 28 mm in iz>
bral sem najmanj o mo no razdaljo slikanja. Vidno
je popacenje, v glavnem sodckasto. Edinole v voga»
lih se slika najvi je (najni je) crte neha pribli evati
vodoravni simetrali slike in se morda cisto v kotu
celo zacne oddaljevati. Po formuli (4) torej v voga»
lih funkcija d neha padati in je skoraj konstantna,
morda cisto v kotu celo zacne nara cati. Torej to
ni enostavno popacenje. Cisto v kotu imamo morda
celo malce blazinastega popacenja.

10
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Slika je bila posneta pri povsem odprti zaslonki
(1 : 3;5). Vogalcki so temni, temu pravimo vinjeti
ranje, ki je tu zelo mocno. Vinjeta pomeni prvotno
okrasni rob okrog risbe ali besedila. V fotogra ji pa
vinjetiranje pomeni zatemnitev vogalov. Vinjetiranje
je pri portretih veckrat za eleno, ker osredotoci po»
zornost na sredino fotogra je. Vcasih ga pricaramo
celo naknadno. Na obravnavani reprodukciji pa nas
zelo moti.
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SLIKA 13.
Fotogra ja pravokotne mre e pri zaslonki 8.

Ce objektiv nekoliko zaprem, denimo, za dve za>
slonki in pol na 1 : 8 (se pravi na zaslonsko tevilo 8)
kot na fotogra ji 13, se popacenje ne spremeni,
vinjetiranje pa skoraj izgine.

Druge napake objektiva in uklon

Fotogra jo 12 sem rocno izostril na sredino na LCD
zaslonu aparata (v »Live View« nacinu), ob desetkra»
tni povecavi. Standardno »fazno« ostrenje ob po»>
gledu skozi opticno iskalo na moji zrcalno re eksni
kameri je namrec hitro, a ni zmeraj zanesljivo. e
na mali sliki v reviji lahko vidite, da je ob odprti
zaslonki in natancni izostritvi na sredino slike de»
sni rob povsem neoster, e posebno zgoraj. To bi
lahko pomenilo, da morda tipalo ni povsem vzpo»>
redno tarci ali pa, kar je bolj neugodno, da je kak
opticni element nagnjen. Tudi v tem primeru bi, kot
pravi clanek [6], morda objektiv lahko ostro preslikal
celotno tarco, ce bi bila ustrezno nagnjena. Za pre»
skus sem premaknil okvircek za ostrenje v zgornji

matematika

desni vogal. Izkazalo se je, da tega kota (za razliko
od drugih vogalov) sploh ni mogoce zadovoljivo upo»
dobiti. Z objektivom je nedvomno nekaj narobe.

Pri zoom objektivih je pogosto pri doloceni gori ¢»
nici kak rob ali vogal manj oster vendar navadno ni
takih hudih napak kot v gornjem primeru. Ce sli>
kamo naravo, manj ih neeenakomernosti v ostrini
vecinoma ne bomo opazili. Vec o tem lahko prebe>
rete v [6]. Nekateri proizvajalci zdaj zaradi vse vecje
locljivosti tipal kontrolo kvalitete izbolj ujejo [7].

Na fotogra ji 13 sem na istem starem poceni
zoom objektivu 28 80 mm zaslonko zaprl na 1 : 8.
Ostrina na robovih in v vogalih se je mocno izbolj>

ala (a pri na em pokvarjenem primerku je desni
zgornji vogal e zmeraj vidno slab i od drugih
vogalov).

Ce zapiram objektiv e bolj, bo sprva e manj
problemov na robu. Vendar ob manj anju odprtine,
skozi katero prihaja svetloba na tipalo, vse bolj
prihaja do izraza zikalni pojav, imenovan uklon
(difrakcija). Uklon prizadene kakovost celotne slike,
tudi v sredi cu. Pri polnem formatu se vpliv uklona
pozna nekako od zaslonskega tevila 16 naprej. Pri
zaslonki 32 tega ne moremo vec spregledati. Uklon
prizadene tudi najdra jo optiko. Nekateri prozva
jalci kamer zdaj ogla ujejo, da njihova tehnologija
obdelave slike omogoca zmanj anje vpliva uklona, a
na promocijskem materialu kakih velikih izbolj av
nisem opazil. Pri manj ih tipalih se uklon pozna e
pri manj ih zaslonskih tevilih. Na kameri s senzor>
jem velikosti 6;2 mm  4;6 mm (oznaka za to veli>
kost je tudi 1 : 2;3%) je pri zaslonki 8 odprtina zelo
majhna in slika e vidno slab a. Tipala pametnih
telefonov so navadno e manj a. Ampak optika na
telefonih navadno nima zaslonskega mehanizma,
tako da dela z maksimalno odprtino. Vec o uklonu
si preberite na [8].

Sam za reprodukcije in pomembne skupinske sli>
ke uporabljam (zaradi slabih izku enj z zoomi ni >
jega in srednjega cenovnega razreda) vecinoma ob»
jektive s ksno gori cno razdaljo. Ti imajo nepri>
merno manj opticnih problemov. Pri polnem forma»
tu lahko za majhen denar kupimo standardni objek»
tiv 50mm 1 : 1;8 ali 40 mm 1 : 2;8. Za nekoliko
manj i senzor (APS>C velikost) dobimo poleg prej
omenjenih e objektiv 24 mm 1 : 2;8. Ti objektivi
imajo minimalno popacenje. Od zaslonke 2;8 naprej
naredijo ob pravilni izostritvi odlicno sliko, in to od
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roba do roba. Vredno je kupiti novej e konstrukcije,
saj je kontrola kakovosti bolj a in pri zrcalno re e>
ksnih aparatih je t. i. fazno avtomaticno ostrenje z
novimi tipi motorckov precej bolj zanesljivo.
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Vsota kvadratov
prvih n
zaporednih
naravnih tevil

Yl
Jens Carstensen in Alija Muminagie

- Ko boste prebrali naslov, si boste verjetno mi>
slili, saj to pa dobro poznamo. Kaj novega pa lahko

e izvemo? Avtorja misliva drugace in zato sva na

pisala ta clanek.

Najprej opi imo zgled, kje na omenjeno vsoto lah»>
ko naletimo v ivljenju. Zamislite si jabolka, zlo ena
v kvadratno piramido. Eno na vrhu, pod njim so tiri,
zlo ena v kvadrat s stranico po dve jabolki, v tretji
plasti nato sledi devet jabolk in tako dalje. Koliko je
vseh jabolk v piramidi, ce vemo, iz koliko plasti je
sestavljena? Ravno toliko, kot vsota, ki jo obravna>
vamo. Poznamo mnogo (tudi zelo duhovitih) doka>

12
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zov, da je

12 92 32 ... pz 0N 162b 1

=S, : (1)
Eden od takih je tudi ta dokaz: enostavno preverimo,
da za vsa realna tevila a velja enostavna zveza:
4a?:

maa 12 aa 1°2

Ce za a po vrsti vstavljamo naravna tevila 1, 2, 3,
..., N, dobimo vrsto enach: od1 221 02 4 12

donn 12nn 12 4n2 Vrsto enacb nato
se tejmo:
=122 232 Nni1n> nn 12 10% 21?
N 1 n 22 nn 172
412 22 ::: n 1?2 n?:

Vidimo, da se na desni pojavi clen, ki bi ga radi iz>
racunali. Clene na levi lahko preuredimo in pri tem

upo tevamo,dajel 0% Ov:
= 212 1 22 3 22 2 3

N 1n?> nn 12 4S8,
Upo tevajmo el 22 3 22 2 22:2 32 4 32
23:::n 2n 12 nn 12 2n 12
pa dobimo
= 212 22 n 12 n 1n?

nn 12 4S,:

Izraz v oglatih oklepajih lahko izrazimo z vsoto, ki

matematika

Od tu brez te av izrazimo

2n® 3n2 n nn 1

6 6

Ta dokaz je neizpodbiten (in eleganten), vendar nanj
lahko damo nekaj pripomb: 1. Kako vemo, da je
vsota kvadratov prvih zaporedni naravnih tevil ena>
kaprav "-"1-201 9 2 Kako smo se domislili enacbe
aa 12 aa 12 4a*

Pokazali bomo, kako lahko zaslutimo, da velja
enacba (1). Dobro je znana vrsta prvih n zaporednih
naravnih tevil:

2n 1

ISZ

nn 1
-81123:::nT' (2)
Oglejmo si sledeco tabelo 1.

Vidimo, da je S—i nlzan 1;2;3;::: 0d tu
sledi:
g, 2n 18 2n 1 nnd
2 3 3
nn

1 2n 1

6 :
Deduktivno iskanje kvocientov je zelo zanimivo in
nam da idejo, kako priti do izraza, vsekakor pa to ni
dokaz. To zvezo bi lahko dokazali npr. z indukcijo.
Poskusite!
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n 1 2 4 5 6

S1 1 3 10 15 21

So 1 5 14 30 55 91

Sz i 3 5 17 7 30 9 5 11 91 13

S1 1 3 6 3 10 3 15 3 21 3
TABELA 1.
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Opticna »nevidnost« z lecami

iy

Robert Hauko, Jakob Murko, Leo Strmsek, Jana Padeznik Gomilsek in Robert Repnik

- Kako doseci opticno »nevidnost«? Ali bolje re»
ceno: Kako opticno preslikati obmocje iz geome»
trijske sence predmeta (»o0zadja«) pred predmet in
ustvariti iluzijo (delnega) izginotja predmeta? Fo»
togra ja na sliki 1 ka e, da je to mogoce. Za opi>
sano »carovnijo« lahko uporabimo lece, zrcala ali
kombinacijo obojega. V spodnjih vrsticah sledi

opis ustvarjanja »nevidnosti« z lomom svetlobe.

a
|
4 |
=

3

SLIKA 1.
Deli roke lahko postanejo »nevidni«.

Za zacetek je dovolj le ena zbiralna leca. Predmet
(merilni trak) postavimo med gori ce in leco tako, da
le i vzporedno z gori cno ravnino. V tem primeru
deluje zbiralna leca kot lupa, nastane pokoncna po»
vecana slika merilnega traku. Na sliki 2 je prikazana
fotogra jatraku, vendar pa nafotogra jinevidimo
vseh enot merilnega traku. Kam so »izginile«?

Na sliki 3 je prikazana shema preslikave, pri cemer
je ¥ gori cna razdalja lece, a oddaljenost predmeta

SLIKA 2.

Fotogra ja merilnega traku deloma skozi lupo, deloma nepo-
sredno. Na sliki ni tevilcnih oznak med 5 in 7 ter med 13 in
15.

od lece in b razdalja med sliko in leco. K nastanku
slike prispeva vsa svetloba, ki izhaja iz predmeta in
vpade na leco. Lego slike posamezne tocke predmeta
(npr. tocke 1 ali 2) lahko konstruiramo z dvema anr
koma: vzporedni arek na drugi strani lece poteka
skozi desno gori ce lece, sredi cni arek ne spre»
meni smeri. Navidezna slika je v preseci cu njunih
podalj kov. Tudi podalj ki vseh drugih arkov iz
iste tocke predmeta, ki gredo skozi leco, se sekajo
v tej tocki. Dobimo pokoncno povecano sliko pred>
meta. Ta je tem vecja, cim bli je levemu gori cu je
predmet.

Ko opazujemo sliko z ocesom ali fotoaparatom,
vidimo samo svetlobo, ki vpade na zenico ali objek>
tiv fotoaparata. Na dani razdalji od lece jo ponazo»
rimo z arki iz posamezne tocke predmeta, ki gredo
skozi majhen del lece (npr. temnej i zeleni snop na
sliki 3 za sliko tocke 1). Ce elimo videti preslikavo
celotnega predmeta, moramo opazovati zelo blizu
zelo majhne lece ali pa spreminjati lego ocesa. V
primeru, ko opazujemo sliko z ocesom ali fotoapa»

14
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ratom na opticni osi na veliki oddaljenosti od lece,
vidimo samo del slike, ki le i v »geometrijski senci«
lece (modro obmocje). Pri takem opazovanju vidimo
le svetlobo, ki je po lomu na leci skoraj vzporedna
z opticno osjo in vpade v oko ali na objektiv foto»
aparata. V limiti neskoncne oddaljenosti jo pona»
zorimo z arki, ki potekajo iz tock predmeta zno»
traj sto ca z vrhom v gori cu in osnovno ploskvijo
na leci (oran no obmocje), »geometrijska senca« pa
dobi obliko valja (temnej e modro obmocje). Za opa>
zovalca rdeci deli predmeta navidezno izginejo, opa>
zuje lahko preslikan spodnji del predmeta ter ne»
posredno vrhnji del predmeta (mimo lece), oboje je
oznaceno zeleno. Na fotogra ji merilnega traku (sli>
ka 2) torej manjkajo dol inske enote v obmocju, Ki
je na sliki 3 oznaceno z rdecim.

Iz podobnih razlogov ne opazimo slike posame>
znih delov predmeta tudi v primeru, ko predmet po»
stavimo na razdaljo a od lece tako, da velja f <a <
2F (slika 4). V pribli ku velja, da pri opazovanju na
veliki oddaljenosti od lece ne vidimo tock, ki le ijo
v prostoru za leco zunaj oznacenih oran nih sto »

NAVIDEZNA
SLIKA

~~.PREDMET
. "S<_  ZBIRALNA

fizika

cev. To obmocje imenujemo »skrito obmocje« in ga
lahko izkoristimo za ume canje predmetov, katerih
dele elimo »narediti nevidne«.

Zdaj nam preostane e drugi del naloge presli>
kava ozadja. Ko postavimo leco pred navpicno rav»
nino (»ozadje«) tako, da je ravnina lece z njo vzpore>
dna, gori cna ravnina lece pa je na sredini med leco
in ozadjem, nastane na razdalji b od lece enako ve>
lika obrnjena slika ozadja. S pogojem a 2f iz
enacbe lece 1=a 1=b  1=F izracunamo vrednost
b a, za razmerje med velikostjo slike in predmeta
m b=a pam 1.

Slika 5 prikazuje potek arkov pri preslikavi ozad>
ja. Pri preslikavi posamezne tocke ozadja sodeluje
vsa svetloba, ki izhaja iz te tocke in vpade na leco.
Ko z ocesom ali fotoaparatom opazujemo sliko dalec
stran od lece, nas iz tega snopa dose e le svetloba,
ki je skoraj vzporedna z opticno osjo. Za tocko 1 na
sliki 5 ponazorimo to svetlobo s snopom arkov, ki
so skoraj vzporedni z gori cnim arkom in potekajo
skozi spodnji rob lece (zeleno). Tocka 2 je od opticne
osi enako oddaljena kot rob lece. Svetlobo, ki izhaja

SLIKA 3.

FOTOAPARAT

Shema preslikave pri lupi in opazovanje slike predmeta na koncni razdalji od lece. Zaradi preglednosti je predmet narisan samo
na eni strani opticne osi. Razdalja med sliko in leco (b) je odvisna od lege predmeta (a) in gori cne razdalje lece (f). Prikazani so
arki, s katerimi konstruiramo nastanek slike dveh tock predmeta (tocki 1 in 2). Vecina arkov po lomu na leci ne seka objektiva

fotoaparata. Vidimo lahko

skozi leco ali neposredno mimo nje

samo zeleno obarvane dele premeta. V limitnem primeru, ko

opazujemo na neskoncni razdalji od lece, vidimo preslikane samo tiste dele predmeta, ki se nahajajo znotraj oran no obarvanega

sto ca.

—
co

nadaljevanje
na strani
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SLIKA 4.

Shema preslikave za predmet na razdalji a od lece, tako da
velja f < a < 2f, pri cemer je £ gori cna razdalja lece in
b razdalja med sliko in leco. Tudi v tem primeru lahko pri
opazovanju na opticni osi dalec od lece vidimo samo del slike,
ki le i v »geometrijski senci« lece. V limiti neskoncne razdalje
postane to obmocje valj (modro), vidimo lahko le preslikave
tock predmeta, ki le ijo znotraj levega oran nega sto ca.

oooo SLIKA OZADJA,

FOTOAPARAT
—

SLIKAS.

Nastanek slike ozadja s potekom arkov in skritim obmocjem
za nevidni predmet. Pri opazovanju slike z ocesom ali s foto-
aparatom so pomembni le arki, ki so po lomu na leci skoraj
vzporedni z opticno osjo (npr. zeleno obarvan snop).

iz te tocke in vpade na leco, ponazorimo s snopom

arkov, ki ga omejujeta gori cni in vzporedni arek
(oran na crta). Ti arki ne sekajo objektiva fotoa>
parata. Tocka 2 le i na robu vidnega obmocja in
jo lahko opazimo ele v limiti neskoncne oddaljeno»
sti fotoaparata od slike. Velja, da na nastanek slike
vplivajo le arki z ozadja, ki potekajo skozi oran>

na svetlobna sto ca z vrhom v gori cu in z osnov»
nima ploskvama na ozadju oziroma leci. Tako smo
pokazali, da predmeti v »skritem obmocju« ne ovi»
rajo nastanka slike ozadja, ce jo opazujemo na op»

SLIKA 6.

Opticno izginjanje delov predmeta z uporabo zbiralne lece.
Predmete, ki jih skrivamo ( karje, del palice), postavimo v bli-
ino gori cne ravnino lece tako, da poteka opticna os lece
mimo njih.

ticni osi lece v veliki razdalji od lece (mnogo vecji od
gori cne razdalje lece). »Skrito obmocje« povecamo
z uporabo lece s cim vecjo gori cno razdaljo. Slika
6 prikazuje fotogra ji izginjanje delov predmetov
karij in kovinske palice. Slika ozadja je zrcaljena
glede na opticno os lece, vendar tega ne opazimo, saj
smo izbrali ozadje, ki je na to os zrcalno simetricno.
Z uporabo vecjega tevila lec lahko odpravimo zr»
caljenje slike ter zmanj amo odvisnost od zornega
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SLIKA 7.

Prikaz poteka arkov pri uporabi sistema iz Stirih zbiralnih le C.
Razdalja med zunanjima paroma le c (leci 1 in 2) je enaka vsoti
njunih gori§ cnih razdalj, razdalja med notranjima le cama pa
je v sploSnem lahko poljubna. Zgoraj je shema poteka arkov,
spodaj pa fotogra ja eksperimenta in dveh skrajnih arkov. Po-

tek arkov je dobro viden zaradi sipanja laserske svetlobe na
para nski pari.

kota opazovanja in morebitnega odklona to cke opa-
zovanja od opti cne osi. Enega od mo nih sistemov
predstavlja simetri cna postavitev dveh parov enakih
zbiralnih le c [1], prikazana na sliki 7. Ideja zakri-
vanja ostaja ista, »skrito obomo  cje« se precej pove ca,
slika ozadja ni obrnjena. Snop vzporednih arkov

iz oddaljenega ozadja po lomih na prvih dveh le cah
zo imo, z lomoma na drugih dveh le cah pa dobimo
prvotno Sirino snopa z ohranjeno orientacijo.

fizika

SLIKA 8.

»lzginjanje« delov predmetov z uporabo le  cja iz Stirih zbiralnih
lec. Opisani eksperiment je v obliki Ima dostopen na spletnih
straneh [2].

Na sliki 8 so prikazane fotogra je »nevidnih pred-
metov«, pri katerih smo uporabili opisani sistem iz
Stirih le c.

Ste dobili ob branju tudi e lastno idejo ustvarja-
nja »nevidnosti«? In kako dose ci »nevidnost« z od-
bojem svetlobe na zrcalih? O tem kdaj drugi c, za
motivacijo k lastnemu raziskovanju pa tokrat le po-
vezava na enega od posnetkov na spletnih straneh

[3].
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