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Računalništvo I

o RAZVRSTITVAH IN PERMUTACIJAH

Pri programiranju se včasih zgodi, da je treba dane obj ekte razvrst it i na
vse možne načine in za vsako razvrstitev prever iti, ali ima neko želeno
last nost. Seveda je t ako preverjanje smiselno le za maj hn e skupine objek
tov. Če je namreč v skupini ti objektov, potem je vseh razvrstitev ravno
n! = n · (n -1) · . . . · 2 · 1. Na prvo mesto lahko postavimo katerikoli obj ekt ,
na drugo kateregakoli od preostalih ti - 1 itd. Števila n! pa se zelo hitro
večajo: 5! = 120, lO! = 3628800, 20! ~ 2.43 . 1018 .

Matematično razvrstitve predstavimo s permutacijami. Naj bo X
(končna) množica z ti eleme nt i. Da poenostavimo pisavo , običajno vza
memo X = {1, 2, .. . , n}. Perm utacije množice X so natanko bijektivne
preslikave iz množice X nazaj v množico X . Množico vseh permutacij
označimo z Sx , S(X) ali pa kar z Sn' Naj bo Jr permutacija množice
X , torej bij ektivna preslikava Jr: X --+ X . Če ti ni prevelik, jo pogosto
podamo s tabelo

2
Jr(2)

Za razvrstitev, ki jo določa permutacija , vzamemo kar spodnjo vrstico
gornje t abele . Vrednost Jr(l) tako pove, kateri objekt je na mestu 1,
vrednost Jr(2), kateri objekt je na mestu 2, itd. Možna je tudi nasprotna
interpretacija, pri kateri vr ednost Jr(i) pove, na katerem mestu v razvrsti
tvi, ki pripada permutaciji Jr, se nahaja ob jekt i .

S permutacijami lahko t udi računamo. Če vzamemo dve permutaciji
ist e množice , lahko naredimo njun kompozitum (kot kompozitum presli
kav) in sp et dobimo permutacijo ist e množice . Tu smo upoštevali , da je
kompozitum bijektivnih preslikav sp et bij ektivna preslikava. Spomnimo
se , da kompozitum preslikav označujemo s o in da je definiran kot (Jrl o
Jr2)(X) := JrI(Jr2(X)) , Na primer , pr i ti = 5 vzemimo

( ~
2 3 4

~ ) Jr2 = (~
2 3 4

~) .Jrl =
4 2 5

lil
1 5 3

Potem je

Jrl o Jr2 = ( ~ 2 3 4
~) Jr 2 o Jrl = (~ 2 3 4

~) .3 1 2
lil

3 1 4



I Računalništvo

Mimogrede opazimo, da Jr1 OJr2 =1=- Jr20Jr1 . Učeno pravimo, da kompozitum
permutacij ni komutativna operacija. Je pa kompozitum asociativna
operacija, kar pomeni, da lahko "prest avljamo oklepaje" . Za vsako trojko
permutacij Jr1 , Jr2, Jr3 E 5n namreč velja (Jr1 o Jr2) o Jr3 = Jr1 o (Jr2 o Jr3). Kot
vse bijektivne preslikave imajo tudi permutacije inverze. Če permutacija
preslika i v i, potem njen inverz preslika j v i. Inverz permutacije Jr bomo
označili s Jr - l .

Pri računanju je zelo pomemben zapis permutacij v ob liki produkta
ločenih ciklov. Poglejmo primer. Vzemimo permutacijo Jr E 59 :

2
2

3 4
4 1

5
5

6
9

7 8
3 6

Opazimo, da Jr preslika 1 v 7, 7 v 3, 3 v 4 in 4 nazaj v 1. Podobno gre 6 v 9,
9 v 8 in 8 nazaj v 6. Elementa 2 in 5 ostaneta na svojih mestih. Pravimo
tudi, da sta fiksni točki permutacije. Permutacijo Jr lahko zapišemo tudi
kot

Jr = (1 734) o (2) o (5) o (6 9 8) = (1 734)(698) = (869)(7341) .

Tu zapis (i l i2 . . . ik) označuje cikel, permutacijo, ki il preslika v iz, iz V
i3 itn. do ik' ki gre nazaj v i l . Zapis permutacije v obliki ločenih ciklov ni
enoličen : zapis posameznega cikla lahko začnemo s po ljubnim njegovim
elementom (npr. (1 734) = (7341)) , pa tudi cikle lahko navedemo v
po ljubnem vrstnem redu. Cikli so ločeni, noben element ne nastopa v
več ciklih, ampak vsak v natanko enem. V navadi je, da pri zapisu
fiksne točke (cikle dolžine 1) izpuščamo . Seveda pa moramo potem za
celotni op is permutacije poznati še število n. Prav tako izpuščamo znak za
kompozitum med cikli . Kadar imamo permutacijo zapisano kot produkt
ločenih ciklov, lahko njen inverz dobimo tako, da vse cikle obrnemo:

Jr -
1 = (1437)(689).

Povejmo še, kako razvrstitev premešamo v skladu s permutacijo T . To
storimo tako, da za vsak i od 1 do n ob jekt, ki je na mest u i , prest avimo
na mesto T(i) . Poglejmo primer. Vzemimo razvrst it ev B, D , A , E, C in jo
premešajmo v skladu s 3-cik lom (143). Dobimo razvrst it ev A , D, E , B, C.
Recimo, da začetno razvrstitev določa permutacija Jr . Katera permutacija
določa premešano razvrstitev? Krajš i razmislek pokaže, da je to pe rmuta
cija Jr o T - 1 . Res , kar poglejmo, kat eri ob jekt je vpremešani permutaciji
na mestu i . Tisti, ki je na začetku na mestu, ki ga T preslika v i . To
mesto je T - 1 (i ), tam paje objekt Jr(T- 1 (i )) = ( JrO T - 1 )(i ).
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Po nekoliko daljšem uvodu smo tako prišli do jedra prisp evka. P red
stavil bi vam rad štir i desetl et ja st ar postopek, s katerim lahko zgradimo
vse razvrstitve (oz. permutacije) , vsako natanko enkrat . V postopku bomo
razvrstitev preds t avili z enorazsežno tabelo p, pri čemer bodo indeksi v
mejah od 1 do n. Kadar bom o nanjo pogledali kot na permutacijo, bo
to spodnja vrst ica iz dvovrstičnega zapisa permu t acije v obliki t abe le z
začetka pri sp evka . Sp lošna she ma , v katero sod i naš postop ek , je rekur 
zrv n a:

permu tacije(p. n)
za i = 1, 2, . . . , n - 1 ponov i

če je n > 2, poklič i permutacije(p , n - 1), sicer preglej p
v p zamenjaj elementa na mest ih n in f (n, i)

do tod
če je n > 2, pokliči permutacije(p, n - 1) , sicer preglej p

P ri pravilnem delovanju postopka pričakujemo , da bo na mestih , kjer
pregledamo t abelo p , v njej vsakič druga razvrst itev. Razvrstit ev, ki se v
tabe li nah aja ob začetnem klicu , je lahko poljubn a , res pa je, da bo posto
pek to razvr stit ev ob ravnaval kot t isto , ki ust reza identični permutaciji.

Bist vo postopka se skr iva v izbiri predpisa i, ki določa, kako med
sebo j za menjuje mo eleme nte tabele. Pred pis mora zagotovit i, da bomo
res zgradili vse razvrst itve. Na prvi pogled pa ni t i ni jasno, ali t ak pr edpis
sploh obst aj a . No , B. R . Heap je let a 1963 opazil, da za f lahko vzamemo

f (n,i) := { ~ ,
1.,

če je n lih ,
če je n sod .

V nadaljevanju prispevka se bom o poskušali prepričati , da z zgorn jo izbiro
res do bimo vse razvrst it ve. Razmislek bo za ht eval kar nekaj računanja s
permutacijami.

Poglejmo najprej maj hne pr imere. Če je n = 1, se telo zanke sploh
ne izvrši , eelino razvrstitev pa pregled amo v zadnji vrs t ici. P ri n = 2 se
telo zanke izved e enkrat. V njem pregled amo začetno razvrst it ev, nato pa
za me njamo eleme nta na mest ih 1 in 2 (J (2, 1) = 1 in n = 2) . Po koncu
zanke pr egled amo še dru go razvrstit ev .

V splošnem pa razm išlj ajmo t akole. Če je n > 2, klic po dprogr ama
permutacije izved e n rekur zivnih klicev , n - 1 v zanki in enega po koncu
zanke. Prepričat i se moramo, da se pri rekurzivnih klicih na mest u n
zvrst ijo prav vsi eleme nt i. Nato up oštevamo predpost avka , da rekurzivn i
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klici (pri njih ima drugi par am eter manj šo vrednost) res naredij o vse raz
vrstitve eleme nt ov na mestih od 1 do n- 1, in tako dobimo vse ra zvrsti tve
vseh n elementov. Takemu načinu razmišljanj a pr avimo dokazovanje z
matematično indukcijo. Bazo indukcije, pr everj anj e trdit ve za n = 1 in
n = 2, smo že pr emislili v pr ejšnjem odstavku. Ravnokar pa smo opisali
t udi načrt za dokaz indukcijskega koraka.

Če želimo razumet i, kako se izmenjujejo elementi na zadnje m mestu,
moramo vedeti , kako rekurzivni klic pr emeša elemente na pr vih n - 1
mes tih. Označimo s Tn pe rmut acijo , v skladu s katero je po klicu
permutacije (p , n) prem ešan a tab ela p. S sledenje m postopku (ali pa s
pomočjo pr ograma, ki izvaj a opisani postopek) ugotovimo, da velja T2 =
= (12) , T3 = (13) , T4 = (1 4 3 2), T5 = (15) , T6 = (1 652 34), T7 =
= (1 7) in T8 = (187234 56) . Z nekaj smelost i pos t avimo domnevo,
da je permut acija T n enaka 2-ciklu (1 n) , če je n lih , in enaka n-ciklu
(1 n n - 1 23 ... n-2) , če je n sod.

Obnašanje postopka bomo opisa li s permutacijami . Naj bo 7ri ,

1 :::; i :::; n , permutacija , ki določa razvrsti tev t ik pr ed i-ti m rekurzivn im
klicem . Iz opisa postopka sledi, da za i = 1, 2, . . . , n - 1 velja

{
7ri ° T;;-~l ° (1 n) ,

7ri +1 = - 1 ( .)7ri OTn_1 o ln ,

če je n lih ,

če je n sod .

P rvi kompozitum ustreza rekurzivn emu klicu, drugi pa sami zam enj avi
v postopku. Pri te m smo up oštevali , da so 2-cikli kar sa mi svoji in
verzi. Razvrst it ev, ki je v tabe li p po koncu klica , pa ustreza permut aciji

- 17rnOTn _ 1·
Dokazovanj e pr avilnosti postopka smo tako pr evedli na povsem ra

čunski , algebraični pr oblem . Pokazati moramo, da so elementi 7ri(n),
i = 1, . .. , n , med seboj različni (kar pom eni, daje pri vsakem rekurzivnem
klicu na mestu n drugačen eleme nt ) in da je 7rnO T;;-~ 1 = 7r1 °T;; 1 (kar po
meni , da je končna ra zvrsti t ev rav no s permut acijo T n premešana začetna

razvrsti t ev 7r1)' Brez škode lahko vzamemo, da je 7r1 identična permuta
cija . V računu bomo glede na parnost števila n ločili dve možnosti .

Na j bo n liho število. Potem je

7r2 = T;;-~ l 0 (1 n ) = (1 n -3 n -4 ... 2 n - 2 n -1 ) (1 n )

= (lnn-3 n -4 oo . 2n - 2n- 1)
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cikel dolžine n . Velja t udi n, = 7r~- 1 . C iklična permutacija vsak element
krožno preslika v njegovega naslednika. Podobno velja za potenco cikla ,
le da moramo naredit i toliko korakov naprej po ciklu, kolikor je vrednost
eksponenta. Tako ugotovimo, da velja

. 11 2

7ri ~n ) n n -3 n - i - 1

n - 3 n - 2 n -1

2 n - 2 n - 1

n

1

Ker so v spo dnji vrst ici tabe le sa ma različna števila , je prvi del t rditve
dokazan. Poglejm o še izraz 7rn o Tr-;-! l . Če up oštevamo, da je k-ta potenca
cikla dolžine k identična permutacija , sledi še drugi del t rdit ve:

Ostan e še možnost , ko je n sodo število. Tedaj je T;;-! 1 = (1 n - 1).
Tako z nekaj računanj a dobimo

7r2 = (1 n- 1) o (1 n ) = (n - 1 1 n) ,

7r3 = 7r2 o (1 n - 1) 0 (2 n ) = (n- 1 n 2),

7r4 = 7r3 o (1 n - 1) 0(3 n ) = (n - 1 1 n 3 2),

7r5 = 7r4 0( 1 n - 1) o (4 n) = (n- 1 n 4 3 2),

7r6 = 7r5 o (1 n - 1) o (5 n) = (n - 1 1 n 5 4 3 2) .

Natančneje , za lihe i > 1 velja

7ri = (n - 1 n i - 1 i - 2 ... 3 2) ,

za sode i =1= n pa

7ri = (n - 1 1 n i - 1 i - 2 . . . 3 2) .

Zadnja permutacija 7rn je enaka

7rn =7rn_l o ( l n- l) o(n - 1 n )= (l n ) (n - l n - 2 . .. 3 2) .

Tako dobimo

1

nn- 1

n- 2i - 1

3 4

2 3

2

n -l7ri (n) 1-1~----------------



I Računalništvo - Rešitve nalog

V spodnji vrstici t ab ele so zop et sama različna števila, tako da prvi del
trditve dr ži. Poračunajmo še 7fn OT;~ 1 :

7fn O T;~ l = (1 n) (n -1 n-2 . .. 3 2) (1 n-1)

=(1 n-2 n - 3 .. . 3 2 n - 1 n)=T1~1 .

S tem je pr avi lnost pos topka dokazana.
Opisanega postopka vam gotovo ne bo težko pr etvoriti v program, ki

bo s pomočjo rekurzije zgradil vse razvrstitve. Bolj izkušenim programer
jem pa pred lag am , da poskusijo napisati nerekurzivno različico postopka .
Ta mora seved a grad iti razvrstitve v povsem enakem vrstnem redu kot
rekurzivna . Po mojih izku šnjah naj bi bila t udi za slabo pet ino hi trejša
(je pa to seveda odvisno od računalnika in pr evajalnika, ki ga up orabljate) .

V prisp evku smo spoznali Heapov postopek za pr egled vseh razvr
st itev (oz. permutacij ), ki ga je pr eprosto opisa t i, pr ecej težje pa se je
prepričati , da deluje pravilno. Za dokazovanje pravilnosti smo izbra li bo lj
algebraično, matematično korektno pot, ki pa ni najbolj naz orna . Smo se
pa pr i t em vsaj poskušali naučiti osnov računanja s permutacijami.

Martin Juvan

NALOGA ZA SPRETNE (IN POTRPEŽLJIVE)
RAČUNARJE - Rešitev s str. 3

Račun pokaže, da se ploščina trikotnika in težiščnici izra žajo t ako le:

p = 4x2(x 4
- 80.1:2 + 1024) ,

2t a = (x 2 + 32)y + 3x (x 2 - 32) in 2tb = (x 2 + 32)y - 3x(x 2 - 32) .

Na desni so polinomi spremenljivk x in y s celimi koeficienti .

Pripomba. V nalogi navedeni izrazi za a, b in c niso poz itivni pri
vseh parih šte vil x , y , ki zadoščajo enačbi y2 = x(x2 + 5x - 32) . Treba
je vzeti trikotnik, ki ima za stranice absolutne vr ednosti la l, Ibl , Ici- V
Heronovem obrazcu za ploščino in v obrazcih za težiščnice pa nastop aj o
samo kvadrati stranic in za to morebitni negativni pred znaki ne motijo pri
računanju . Tudi ploščina p in dvo jni težiščnici 2t a in 2tb so , strogo vzeto,
absolutne vrednosti izrazov na desni.

Ivan Vidav
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