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168 Matematika

MODULARNA REDUKCIJA IN
MERSENNOVA STEVILA

Pri racunanju z velikimi Stevili veckrat naletimo na naslednji problem:

Dani sta naravni Stevili a in m. Poiséi ostanek pri deljenju stevila a s
stevilom m.

Drugace problem zastavimo lahko tudi takole:

Poisci tako celo stevilo b med 0 in m — 1, ki je kongruentno stevilu a
po modulu m: @ =b (mod m).

Ali se drugace:

Is¢emo tako celo Stevilo b med 0 in m — 1, da bo razlika a — b deljiva z
.

Pravimo, da zelimo $tevilo a reducirati po modulu m, sam postopek
pa imenujemo modularna redukcija. Problem modularne redukcije na-
stopi npr. v eni izmed najbolj znanih metod za Sifriranje z javnimi kljuéi

metodi RSA. Ker je potrebno pri uporabi metode modularno redukeijo
izvrsiti velikokrat, je hitrost njene izvedbe eden izmed dejavnikov, ki
pomembno vplivajo na hitrost celotne metode in s tem tudi na njeno
uporabnost. Ve¢ o Sifriranju z javnimi kljuéi in metodi RSA si bralec
lahko prebere v élanku M. Vencelj, Sifriranje z javnim kljuéem, Presek
22, 5t. 6 (1994-1995), str. 354-357.

Modularno redukeijo obicajno opravimo s celostevilskim deljenjem:
stevilo a delimo s stevilom m in poiséemo ostanek. Toda to je v splosnem
kar zamudna naloga, Se posebej, ¢e sta Stevili a in m veliki. Seveda si
zastavimo vpraSanje, ali znamo modularno redukcijo izvesti Se na kakSen
drugaéen, hitrejsi na¢in. Ce je modul m primerno izbran, je odgovor na
to vprasanje pritrdilen. Pa si poglejmo, kako to storimo.

Za modul m vzemimo Mersennovo stevilo, to je stevilo oblike m =
= 2K — 1, kjer je k poljubno naravno Stevilo. Zapis Stevila m v dvojiskem
sistemu je zelo preprost — sestavljen je namreé kar iz zaporedja k enic:
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Zapisimo v dvojiskem sistemu tudi stevilo a. Po potrebi bomo dvojiskemu
zapisu stevila a na zatetku dodali nekaj nicel, tako da bo njegova dolzina
n - k znakov (bitov) za neko naravno stevilo n. Naj bo stevilo A, 4
enako Stevilu, ki ga v dvojiskem zapisu predstavlja prvih £ bitov stevila a
(gledano od leve proti desni), stevilo A,,_» stevilo, ki ga predstavlja drugih
k bitov Stevila a, in tako naprej do Stevila Ag, ki ga predstavlja zadnjih &
bitov stevila a. Stevilo a lahko sedaj izrazimo na naslednji nacin:

6=~k . LoM-RRA o 4. PFRA, L ORA, 4 A,

kjer so A, _1, A, _a,..., Ay, Ay k-bitna Stevila.

Trdimo, da je Stevilo b= A,_1+ Ap_2+ -+ A; + Ap kongruentno
stevilu @ po modulu m. Preveriti moramo torej, da je razlika a — b deljiva
z m:

e—b=00 TR L al-TRy. . )i 0
—Ap1 —Ap2—--—A1— A=

= Mg (200 - 1) A g (3PP 1) s o Ay (8% — 1) . D)

Poljuben sumand vsote (1) je oblike A;(2t% — 1) za neko naravno stevilo
t,1 <t <mn—1in ga zato lahko zapisemo takole:

A2 —1)=A;  (2F—1) - QU DR L o0=2k L L. 1) =
= Ay - (200F L o=k 4 ... 4 1),

Torej je vsak sumand vsote (1) deljiv z m in zato tudi §tevilo a —b. S tem
je trditev dokazana.

Seveda se lahko zgodi, da je stevilo b veéje od m — 1. V tem primeru
enak postopek ponovimo Se enkrat, tokrat s stevilom b na mestu stevila
a. S ponavljanjem postopka prej ali slej pridemo do &tevila, ki je manjse
ali enako m — 1 in ki pri deljenju z m da enak ostanek kot a. Modularno
redukcijo smo tako izvedli s seStevanjem, ki ga lahko opravimo bistveno
hitreje kot celostevilsko deljenje.

Najveckrat — npr. pri metodi RSA — naletimo na naslednjo inacico
modularne redukeije: Imamo naravni stevili z in y, ki sta manjsi ali enaki
m — 1. Ti dve §tevili zmnozimo, produkt @ = zy pa moramo reducirati po
modulu m. V tem primeru je opisana metoda Se posebej enostavna, saj
je zapis Stevila a v dvojiskem sistemu dolg kveéjemu 2k bitov. Stevilo b je
zato enako vsoti dveh A-bitnih tevil A; in Ay. Po najveé dveh ponovitvah
zgornjega postopka bomo dobili ustrezno stevilo b, ki bo manjse od m.
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Zaradi razlicnih omejitev se izkaze, da Mersennova Stevila za metodo
RSA niso primerna. Resitev se ponuja v tako imenovanih posplosenih
Mersennovih stevilih. To so stevila, ki so “podobna” Mersennovim Stevi-
lom, kot npr. Stevila oblike

e 2" — ¢, za poljubno naravno stevilo n in fiksno naravno stevilo ¢,
e 2" — 2™ — 1 za poljubni naravni stevili n > m,

polj
e 24n _ 237 4 927 4 1. za poljubno naravno tevilo n, itd.

Pri teh stevilih je seveda modularna redukcija nekoliko bolj zapletena kot
pri pravih Mersennovih stevilih, je pa zato izbira teh stevil dosti vecja in
pestrejsa.

Stefko Miklavié






