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204 Matematika

ERDOS-MORDELLOVA NEENAKOST

Leta 1996 preminuli Paul Erdos je bil izjemno plodovit matematik, saj
je avtor okoli 1500 znanstvenih ¢lankov. Ob njegovi smrti je veé mate-
matiénih revij pisalo o njem in njegovem delu. V slovenskem jeziku je v
Obzorniku za matematiko in fiziko, letnik 44 (1997), stevilka 1, izsel krajsi
zapis prof. A. Suhadolea. Bolj podrobno je Erdos predstavljen v glasilu
Ameriskega matematiénega drustva Notices of the American Mathemati-
cal Society, letnik 45 (1998), stevilka 1.

V tem prispevku se bomo ukvarjali z neenakostjo v trikotniku, ki jo
je Erdos odkril leta 1932, vendar je ni dokazal. Spoznali bomo tudi nekaj
iz nje izpeljanih neenakosti.

1. Naj bo T poljubna to¢ka v trikotniku ABC ali na njegovem robu. Z
x, y in z zaporedoma oznacimo razdalje te tocke do oglise A, B in C, s
p, q in r pa razdalje do (nosilk) stranic a = BC, b= CA in ¢ = AB (glej
sliko 1). Paul Erdés je domneval, da za te razdalje velja neenakost

r+y+z>2(p+qg+r). (1)

To domnevo je preskusil na pre-
cejdnjem Stevilu trikotnikov, ven-
dar je ni uspel dokazati. Nadalje
je domneval, da v neenakosti ve-
lja enacaj le tedaj, ko je tocka T
sredisce enakostrani¢nega trikot-
nika ABC'. Prvi dokaz neenakosti
(1) je leta 1935 nasel L. J. Mor-
dell, zato se ta neenakost sedaj
imenuje Erdos-Mordellova neena-
kost. Slika 1.

Povzemimo dokaz te neenakosti po ¢lanku z naslovom A short proof of
the Erdés-Mordell theorem, ki ga je v matematiénem meseéniku American
Mathematical Monthly 104 (1997), str. 57-60, v spomin na Paula Erdosa
napisal V. Komornik.

Dokazimo najprej, da velja neenakost

bg+er < ax (2)

celo za poljubno tocko T, ki lezi znotraj kota < BAC' ali na njegovem robu.
Iz dokaza bo razvidno, da velja enacaj v (2) natanko takrat, ko tocka T
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lezi na nosilki visine na stranico a.

Ce tocka T' lezi na stranici a (glej

sliko 2), potem (2) sledi iz ocitne

ocene za ploséino trikotnika ABC
ax

Papc < —
ABC_2

in zveze

Papo = Parc+Papr = %+% .
Denimo sedaj, da je T poljubna
tocka znotraj kota <« BAC ali na
njegovem robu. Naj bo T” prese-
¢isée premice skozi tocki A in T's
stranico BC. Z z', ¢ in r’ zapore-
doma oznaéimo razdalje tocke T”
do oglisca A, stranice b in stranice
c (glej sliko 3). Potem za tocko T”
velja neenakost (2), torej imamo
bg' + er’ < ax’. Ker je zaradi po-
dobnih trikotnikov a2’ = kz, ¢ =
= kq in v’ = kr pri nekem k& > 0,
od tod sledi veljavnost neenakosti Slika 3.
(2) tudi za tocko T.

Pri dokazu Erdos-Mordellove neenakosti lahko predpostavimo, da je
kvetjemu eno od stevil p, ¢ in r enako 0. Ce je namre¢ T' eno izmed oglisé
trikotnika ABC, denimo T = C, potem veljata neenakostia > rin b = r.
Ker je vsaj ena izmed teh dveh neenakosti stroga, je a + b > 2r, torej v
tem primeru velja (1).

Vzemimo najprej, da je trikotnik ABC enakostranicen. Tedaj je
neenakost (1) enostavna posledica neenakosti (2). Res, zaradia =b = ¢
je z > q+r. Analogno veljata Se oceni y > r+pin z = p+gq, ki ju dobimo
s cikliéno permutacijo trojic z, y, z in p, g, . Ce te neenakosti sestejemo,
dobimo neenakost (1). Prav tako je iz dokaza razvidno, da v neenakosti
velja enagaj natanko tedaj, ko tocka® T' lezi na vseh visinah trikotnika,
torej le tedaj, ko je T sredisée enakostraniénega trikotnika ABC.

Denimo sedaj, da trikotnik ABC' ni enakostrani¢en. Prezrcalimo
tocko T' preko simetrale s, kota <BAC in dobljeno totko oznacimo s
7. Razdalje te tocke do ogliséa A, stranice b in stranice ¢ zaznamujmo
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zaporedoma z z1, ¢ in 1 (glej
sliko 4). O¢itno je zy =z, q1 = r
in r;y = q. Ker tocka T) lezi zno-
traj kota < BAC ali na njegovem
robu, lahko zanjo uporabimo ne-
enakost (2), ki nam da neenakost
ax > br + eq. Po analogiji veljata
Se neenakosti

by >ep+ar in cz>aq+bp.

1z vseh treh neenakosti dobimo oceno

— LT +(E+E)+E+Er
y S\e BT g T )Y b a)

Iz neenakosti (u — 1)2 > 0, ki velja za poljubno realno stevilo u, hitro
sledi, da za u > 0 velja neenakost u + 1/u > 2, v kateri velja enacaj le pri
u = 1. Torej so vsi trije izrazi v oklepajih vecji oziroma kvetjemu enaki 2.
Ker po predpostavki trikotnik ABC ni enakostrani¢en, sta vsaj dva izraza
v oklepajih strogo vecja od 2. Prav tako po predpostavki je kve¢jemu eno
od stevil p, ¢ in r enako 0. Zato velja stroga neenakost

z4+y+z>2p+2q+2r.
S tem je Erdos-Mordellova neenakost dokazana.

2. Ce neenakost (2) pomnozimo s £ dobimo neenakost

b &
> — —rp.
pT = —Pq + =
Analogno veljata neenakosti
[ a
o e Cio
Yy = 3ar + yPa

in

a b
rz > —Tp+ —qr.
c e
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Ce vse tri neenakosti sedtejemo, dobimo
etagtres (242 pg+ (245 r+ (427
i = 5T al™ ¢ p)? s e

Ker za poljubno pozitivno Stevilo u (tako kot prej) velja neenakost
u+1/u > 2, smo dokazali Se neenakost

pr+qy+rz>2(pg+qr+rp). (3)

Z uporabo neenakosti med aritmeti¢no in geometrijsko sredino dobimo
iz (2) tudi oceno ax > 2./(bg)(cr). Podobno veljata neenakosti

by > 2+/(ecr)(ap) in cz > 24/(ap)(bg). Po mnozenju vseh treh neenakosti
dobimo

xyz > 8pgr . (4)

3. Naj bodo v,, vy in v, zaporedoma viSine na stranice a, binec¢. Z R
oznaé¢imo polmer trikotniku ABC o¢rtane kroznice, z p pa polmer vértane
kroznice.

Ker o¢itno veljajo ocene x4+ p > v, y+q > vp in 2 +1 > v,, je

T+y+z4+p+g+r>Zv.+uvp+u..
Z uporabo neenakosti (1) od tod dobimo neenakost

c+yY+z _ Vgt U+
> 2
2 - 3 (5)

Ocenimo vsoto vseh visin navzdol! Po neenakosti med aritmeticno in
harmoniéno sredino je

Vg + Up + Ve 3
3 T 1/va+ 1 vp+1/v.
Ker velja
4 .3 1. & i c a+b+ec 1
Ve Up Ve QaUs buy cu. 2Papc p’

dobimo tako neenakost
Vg +vp+v: = 9p
in z uporabo (5) se

s+y+z=6p.
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V primeru, ko je tocka T sredisée trikotniku ABC' oértane kroznice, torej
velja

9
9p5v6+vb+v55-2~R,

kjer smo Se enkrat uporabili (5). Od tod trivialno sledi znana neenakost
R > 2p.

4, Predpostavimo, da je T po-
ljubna toéka v notranjosti triko-
tnika ABC'. Preslikajmo poljubno
tocko S, ki ni enaka T, z inver-
zijo glede na kroznico s sredis¢em
v tocki T in polmerom 1. Presli-
kana tocka S’ lezi na poltraku, ki
ima izhodisce v tocki T' in gre skozi
tocko S, za razdaljo do tocke T pa
velja TS -T8 =1. Z o', ¥ in
2’ zaporedoma oznatimo razdalje
tocke T do oglisé A’, B' in C', s
p', ¢ in r' pa razdalje do stranic Slika 5.
B'C', C'A’ in A'B’ (glej sliko 5).

Po definiciji inverzije je

W T AU

Ker zaradi zz’ = yy’ = 1 velja ¢'/2’ = x/y oz. B'T/A'T = AT/BT,
sta si trikotnika ABT in B’A’'T podobna. Potemtakem velja r/z = ' /y’
oz. r = r'zy. Po analogiji torej veljajo enakosti

o B e B o g T
p_yz' g=__ - e

To pomeni, da velja naslednja trditev:

Ce neka neenakost velja za razdalje z, y, z, p, q in r v poljubnem
trikotniku ABC, potem velja tudi po substituciji

el Nl
I:('.’B’y}z;p!Q}r)_‘}(— — —-2 i T) :
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Ko substitucijo I uporabimo na Erdés-Mordellovi neenakosti, dobimo ne-

enakost
1 1 1
—+—+—z2(-‘l+i+i)
2y 2 Yz 2Zr TY

oziroma
zy+yz + 2z > 2(pz+qy +rz). (6)

Ce zdruzimo neenakosti (3) in (6), imamo Se
xy+yz+zx > 4(pg+qr+rp).

5. Tudi sedaj vzemimo, da toé-
ka T lezi v notranjosti trikotnika
ABC. Naj bodo A;, By in C)
zaporedoma pravokotne projekcije
tocke T na stranice a, bine. Z 21,
Y1, 21, P1, @1 in 71 oznacimo zapo-
vrstjo razdalje tocke T do oglisé
Ay, By in € ter stranic B (%,
Ch1 Ay in Ay By (glej sliko 6). Po-
temjexry =p, yp =qin z; = T.
Naj bo Ay pravokotna projekcija
tocke T na stranico B;C;. Ker
je stirikotnik AC,T'B) tetiven, sta kota «<Bj AT in «<B,C,T enaka, saj
sta obodna kota nad isto tetivo B;T. Od tod sledi, da sta si pravokotna
trikotnika By AT in AsC,T podobna. Zato je py = gr/z in analogno Se
¢q1 = rp/y ter ry = pg/z. S tem smo dokazali naslednje:

éenelmpeenaknst velja za razdalje z, y, z, p, ¢ in r v poljubnem
trikotniku ABC, potem velja tudi po substituciji oziroma transforma-
ciji
ar rp pg

¥ (zty: Z4p.q, 'I") T (p! q,r; ;’ ‘3}"" z ) %

Ce uporabimo substitucijo V na Erdés-Mordellovi neenakosti, dobimo
novo neenakost

p+q+r22(f+g+ﬂ)
T Yy z
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oziroma

11 1
—+—+—22(—=F+—+—].
pqg qr Tp pr  qy Tz

Ce substitucijo V izvedemo v neenakosti (6), izpeljemo neenakost

pq+qr+rp22(ﬂ+@+&)
& Yy 2

oziroma
Tosi b, 3 j I M |
i 2 e e Sy [
p g P T Yy 2z
Ce na zadnji neenakosti naredimo substitucijo I, dobimo e neenakost
1 1 1 1 1 1
—+-+—-22(—+—+—) ’
; Ty Yz 2z

Povzemimo! V poljubnem trikotniku ABC' za razdalje =, y, z, p, ¢ in r
veljajo naslednje neenakosti

z+y+z>22(p+qg+r)
. 1 1 1
—+—+—22(—+—+—)
p oq 2y =
Ty +yz + zz > 2(pr + qy + rz)

1 1 1 1 1 1
—pi— e R = F——
pPT QY Tz Ty Yz zx

pr+qy+rz > 2(pg+ qr+rp)
1 1 1 1 1 1
—+—+—22| =4+ —4—=
pg 4qr Tp pr qy Tz
Clanek konéajmo z naslednjo, nekoliko presenetljivo trditvijo:

: Ce iz trikotnika A, B1Cy dobimo trikotnik A3 BoC, na enak naéin,
kot smo iz trikotnika ABC dobili trikotnik AyB;C,, in ¢e to pono-
vimo Se enkrat, potem je zadnji trikotnik A3 B;Cy podoben prvotnemu
trikotniku ABC.
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Za dokaz te trditve izraéunajmo, kaj dobimo, ¢e trikrat zapovrstjo
uporabimo transformacijo V. Ker je

V2: (2,9, 2p,q,7) = (Q.E,E'E = &) ,

je
2 2 2
pqr pqr pqgr p-qr pgr pqr
V3 : (.’L‘, Y,z 4, T') (_r Ry —)
yz  zx' xy’ zYz TYz TYZ
oziroma
V3 : (x! v,z ) q, '.'”) i (.K“T: Ky7 KZ;KP, KQ: KT) s
kjer je
K=,
TYz

Od tod sledi, da sta si trikotnika ABC' in A3B3C3 podobna s podobno-
stnim koeficientom K. Ker po (4) velja K < 1/8, so stranice trikotnika
Az B3C5 vsaj 8-krat manjse od stranic trikotnika ABC.

Roman Drnovsek

RAZREZI NA SKLADNE DELE — Resitev s str. 217
a) b)

Dragoljub M. Milosevié





